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Resumo
A presente dissertac¸a˜o tem como objetivo apresentar aos alunos do ensino me´dio
conceitos matema´ticos u´teis na ana´lise e resoluc¸a˜o de problemas de conectividade,
utilizando teoria dos grafos. Apo´s a explanac¸a˜o de conceitos ba´sicos, introduzimos a
noc¸a˜o de conexidade, demonstrando o teorema de Menger e apresentamos o teorema
de Festinger, que e´ uma ferramenta u´til para contagem de caminhos. Apresentamos
tambe´m uma aplicac¸a˜o destes conceitos na ana´lise da rede de subdistribuic¸a˜o ele´trica
do estado de Sergipe. Ao final, concluimos o presente trabalho, propondo algumas
sequeˆncias dida´ticas para alunos do ensino me´dio abordando o teorema de Euler para
grafos, os temas sobre conexidade, conectividade, o teorema de Menger e o teorema
de Festinger.
Palavras Chaves:
Teoria dos Grafos, Conexidade, Conectividade, Teorema de Menger, Teorema de
Festinger.
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Abstract
The present dissertation aims to introduce students to high school useful math con-
cepts connectivity problems using graph theory. After the explanation of basic con-
cepts, we introduce the notion of connectedness, Mengers theorem and we present
the theorem of Festinger, which is a useful tool for path counts. We also present
an application of these concepts in the analysis of electrical sub-distribution network
in the state of Sergipe. Finally we conclude this work by suggesting some didactic
sequences for high school students addressing the Euler’s theorem for graphs, the
themes of connectedness, connectivity, Menger’s theorem and the theorem Festinger.
Keywords:
Graph Theory, Connectedness, Connectivity, Menger’s theorem, Festinger’s theo-
rem.
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Introduc¸a˜o
O curr´ıculo de Matema´tica do Ensino Me´dio pode ser atualizado com novas con-
tribuic¸o˜es que objetivem o efetivo exerc´ıcio da interdisciplinaridade e, de forma con-
veniente tornar mais concreta uma aproximac¸a˜o entre o que se ensina na escola e as
situac¸o˜es reais de nosso cotidiano. Dessa forma o trabalho com Grafos torna-se uma
soluc¸a˜o via´vel e bastante oportuna. De acordo com Elon Lages (1988, Revista do
Professor de Matema´tica, p.36), “O Conceito de Grafos e´ simples, pore´m fe´rtil em
aplicac¸o˜es e problemas atraentes”.
Uma dessas aplicac¸o˜es esta´ bem presente em problemas de otimizac¸a˜o. O teorema
de Menger, que e´ um resultado ba´sico na teoria de Grafos sobre conexidade estabelece
uma forte dualidade entre essas problematizac¸o˜es.
Va´rios problemas de otimizac¸a˜o poderiam dar suporte ao ensino de Grafos em
n´ıvel elementar no ensino me´dio. Como exemplo, poder´ıamos pensar em uma rede
de telecomunicac¸o˜es (de forma pra´tica devemos pensar nas va´rias torres de telefonia
celular que compo˜em o sistema) que precisa manter sua integridade, isto e´ seu funci-
onamento, mesmo se uma das torres vier a falhar. Situac¸o˜es como essas podem ser
modeladas e resolvidas com o aux´ılio da Teoria dos Grafos. As aplicac¸o˜es sa˜o muitas
e podemos citar tambe´m o caso de uma indu´stria de placas de circuitos integrados,
onde e´ vital baratear os custos de produc¸a˜o e neste caso, evitar esquemas de ligac¸a˜o
com intersecc¸o˜es das trilhas do circuito eletroˆnico, ou seja, quanto menos camadas,
mais ra´pido e renta´vel se tornara´ o produto.
Apo´s a explanac¸a˜o de conceitos ba´sicos da teoria dos Grafos, introduzimos a noc¸a˜o
de conexidade e conectividade, demonstrando o teorema de Menger e apresentando o
teorema de Festinger, que e´ uma ferramenta u´til para “contarmos caminhos”. Apre-
sentamos tambe´m alguns desses conceitos numa aplicac¸a˜o na ana´lise da rede de sub-
distribuic¸a˜o de energia ele´trica do estado de Sergipe.
Ao final, concluimos o presente trabalho propondo algumas sequeˆncias dida´ticas
para alunos do ensino me´dio abordando o teorema de Euler para grafos, noc¸o˜es de
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grafos eulerianos e hamiltonianos, conexidade e grafos complementares, conectividade
e grafos completos, ale´m de atividades aplicando os teoremas de Menger e Festinger.
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Cap´ıtulo 1
Preliminares
Este cap´ıtulo introduzira´ os conceitos ba´sicos de teoria dos grafos e apresentara´
inicialmente um breve histo´rico da teoria destacando os principais matema´ticos que
contribu´ıram para o desenvolvimento deste importante ramo da matema´tica.
1.1 Breve Histo´rico
Os grafos sa˜o uma das estruturas mais simples e utilizadas da ana´lise combi-
nato´ria. Entre as aplicac¸o˜es, que sa˜o inu´meras, esta˜o a criptografia, sistemas de redes
e otimizac¸a˜o de processos.
A teoria dos Grafos e´ extremamente recente em Matema´tica. Um artigo (“Solutio
problematis ad geometriam situs pertinentis”) apresentado por Euler a` Academia
de Cieˆncias de St. Petersburgo (atual, Leningrado), onde trabalhava desde 1727
e publicado em 1736, sobre o famoso problema das sete pontes de Ko¨nigsberg e´
considerado o trabalho pioneiro em teoria dos grafos. Euler resolveu uma questa˜o que
vinha provocando muitas discusso˜es: Os habitantes de Ko¨nigsberg se perguntavam
se seria poss´ıvel atravessar as sete pontes, sendo que cinco delas da˜o acesso a uma
ilha, como mostra a figura 1.1 sobre o rio Pregel, sem atravessar duas vezes a mesma
ponte.
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Figura 1.1: Pontes de Ko¨nigsberg
Fonte: Enciclopedia Britanica
Figura 1.2: Grafo representando
as Pontes de Ko¨nigsberg
Esse problema da´ origem a um grafo com arestas mu´ltiplas. Euler mostrou que a
resposta para o problema era negativa, estabelecendo assim uma condic¸a˜o necessa´ria;
embora se acredita que a suficieˆncia na˜o lhe fosse desconhecida. Sobre a suficieˆncia
deste problema, foi publicada apenas 140 anos depois por Hierholzer em 1873.
E´ importante observar que o per´ıodo transcorrido entre a demonstrac¸a˜o de Euler
e a u´ltima de´cada do se´culo XIX - mais de 150 anos - viu, apenas o surgimento
de alguns poucos trabalhos. Apenas em 1847 Gustav Kirchhof1 utilizou modelos de
grafos no estudo de circuitos ele´tricos e ao fazeˆ-lo, criou a teoria das a´rvores, uma
classe de grafos, para caracterizar conjuntos de ciclos independentes.
O britaˆnico Arthur Cayley (1821 − 1895) - utilizou a ideia de a´rvores para ou-
tras aplicac¸o˜es tais como a enumerac¸a˜o dos isoˆmeros dos hidrocarbonetos alifa´ticos
saturados, em qu´ımica orgaˆnica.
Em 1879, o matema´tico ingleˆs Alfred Kempe publicou um artigo provando o te-
orema das quatro cores - “qualquer grafo planar e´ 4−color´ıvel”, ou enunciando-o de
forma pra´tica - “Dado um mapa plano, dividido em regio˜es, quatro cores sa˜o su-
ficientes para colori-lo de forma que regio˜es vizinhas na˜o possuam a mesma cor”.
Esta prova foi aceita como va´lida durante mais de uma de´cada ate´ que o matema´tico
britaˆnico Percy Heawood em 1890 mostrou que a prova de Kempe tinha uma falha,
no entanto, utilizando parte da demonstrac¸a˜o de Kempe, provou que cinco cores sa˜o
suficientes para colorir qualquer mapa.
A prova para esta conjectura somente foi obtida (com o aux´ılio de um computa-
dor), quase 90 anos depois, em 1976, pelos matema´ticos Kenneth Appel (americano)
1Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), foi um f´ısico alema˜o. Suas contribuic¸o˜es cient´ıficas foram
principalmente no campo dos circuitos ele´tricos. E´ autor de duas leis fundamentais da teoria cla´ssica
dos circuitos ele´tricos.
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conjuntamente com o alema˜o Wolfgang Haken. Alguns matema´ticos afirmam ser esta
a prova mais feia de toda a histo´ria da matema´tica.
Nas de´cadas de 20 e 30 dois resultados importantes foram provados: o austr´ıaco
Karl Menger2 (1927) demonstrou um importante teorema sobre o problema da desco-
nexa˜o de itinera´rios em grafos, e o poloneˆs Kuratowski (1930) encontrou uma condic¸a˜o
necessa´ria e suficiente para a planaridade de um grafo. Tura´n (1941) foi o pioneiro do
ramo conhecido como teoria extremal de grafos e o britaˆnico Tutte (1947) resolveu o
problema da existeˆncia de uma cobertura minimal em um grafo, ale´m de numerosas
contribuic¸o˜es para a teoria dos grafos. Vale a pena registrar que o termo grafo foi
usado pela primeira vez por Sylvester em 1878 e que o primeiro livro espec´ıfico sobre
grafos foi publicado pelo matema´tico hu´ngaro Dene´s Ko¨nig em 1936 (“Theorie de
endlichen und unendlichen Graphen”), uma e´poca na qual, o assunto era ainda inci-
piente, mas que a partir desta publicac¸a˜o marcou o in´ıcio de teoria dos grafos como
seu pro´prio ramo da matema´tica.
Alia´s os hu´ngaros formam uma escola bastante forte no desenvolvimento da teoria
dos grafos, com nomes importantes tais como: Paul Erdo¨s, La´szlo´ Fejes To´th, Be´lla
Bolloba´s, Paul Tura´n, Gabriel Dirac, Tibor Gallai, Alfred Re´nyi e Ja´nos Pach.
Com a publicac¸a˜o dos trabalhos dos americanos Ford e Fulkerson (“Max-Flow
Min-Cut Theorem”) em 1956, do segundo livro sobre teoria dos grafos de autoria do
franceˆs Claude Berge (“The`orie des Graphes et ses applications”) em 1957, ale´m do
livro “Theory of Graphs” do noruegueˆs Oystein Ore em 1962, o interesse pela teoria
dos grafos comec¸ou a aumentar, crescendo rapidamente no mundo todo. A imensa
maioria dos livros sobre grafos foi publicada depois de 1970, em grande parte sob a
influeˆncia das obras de Berge e Frank Harary (americano que ficou conhecido como
o “Embaixador da Teoria dos Grafos”). A escola russa tambe´m contribuiu bastante
e um dos nomes principais e´ Alexander A. Zykov.
O desenvolvimento dos computadores levou a` publicac¸a˜o de va´rias obras dedica-
das aos algoritmos de grafos, abrindo assim possibilidades crescentes de aplicac¸a˜o e
utilizac¸a˜o da Moderna Teoria dos Grafos.
2Karl Menger (1902-1985), matema´tico austr´ıaco. Trabalhou em a´lgebra, teoria da curva e di-
mensa˜o, entre outras a´reas. Em 1927, apenas com 25 anos de idade, ja´ ocupava a cadeira de titular
em Geometria na Universidade de Viena, onde publicou “Zur allgemeinem Kurventheorie”- deno-
minado posteriormente como teorema de Menger, mas que na e´poca Menger o referenciou como
“n-arc-theorem”. Devido a situac¸a˜o pol´ıtica na A´ustria em 1938 partiu em busca de uma posic¸a˜o
nos Estados Unidos e foi convidado a lecionar na Universidade de Notre Dame. Em 1948 se trans-
feriu para Chicago, onde lecionou no Instituto de Tecnologia de Illinois. Menger foi considerado um
dos principais matema´ticos do se´culo XX.
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1.2 Conceitos Ba´sicos da Teoria dos Grafos
Os grafos sa˜o estruturas discretas que consistem em ve´rtices e arestas que ligam
estes ve´rtices. Diversos problemas, em quase todas as a´reas do conhecimento podem
ser modelados e resolvidos usando grafos.
Definic¸a˜o 1.2.1. Um grafo G e´ um par (V,E) de conjuntos tais que E ⊆ [V ]2, onde
[V ]2 denota-se como o conjunto de todos os subconjuntos com 2 elementos de V .
Os elementos do conjunto V = V (G) sa˜o os ve´rtices (ou no´s, ou pontos) do grafo
G e os elementos de E = E(G) sa˜o as arestas3 (ou linhas).
Para muitos propo´sitos, e´ conveniente representar um grafo G = (V,E) por uma
representac¸a˜o gra´fica, onde os elementos de V correspondem a pontos no plano e as
arestas de G correspondem a arcos ligando os ve´rtices correspondentes.
A maneira como esses pontos e as linhas sa˜o desenhados e´ considerado irrelevante,
em geral o que realmente importa e´ a informac¸a˜o de quais pares de ve´rtices formam
uma aresta, e quais na˜o.
Na figura 1.3 temos que V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} e conjuntos de arestas
E = {(1, 2), (1, 5), (2, 5), (3, 4), (5, 7)}.
Figura 1.3: Exemplo de um Grafo
Fonte: [3]
Se G = (V,E) e´ um grafo e u e v sa˜o dois de seus ve´rtices, diremos que u e v
sa˜o adjacentes (ou vizinhos) se (u, v) ∈ E; neste caso, dizemos ainda que a aresta
(u, v) incide nos ve´rtices u e v. Denotaremos simplesmente a aresta (u, v) por uv,
sempre que na˜o houver confusa˜o de notac¸a˜o.
A teoria dos grafos e´ extremamente rica em aplicac¸o˜es. A tabela a seguir nos
mostra algumas poss´ıveis.
3A utilizac¸a˜o da letra E para representar as arestas de G e´ oriunda da palavra inglesa para aresta,
edge.
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GRAFOS VE´RTICES ARESTAS
Comunicac¸a˜o Centrais telefoˆnicas e Sate´lites Fibra o´tica e enlaces de Microon-
das
Circuitos Portas lo´gicas, registradores, processadores Filamentos
Hidra´ulico Reservato´rios, estac¸o˜es de bombeamento Tubulac¸o˜es
Financeiro Ac¸o˜es, moeda Transac¸o˜es
Transporte Cidades, Aeroportos Rodovias, Vias Ae´reas
Internet Pa´ginas Web Links
Jogos de Ta-
buleiro
Posic¸o˜es no tabuleiro Movimentos permitidos
Relac¸o˜es So-
ciais
Pessoas, Atores Amizades, Trabalho conjunto em
filmes
Voltando a` noc¸a˜o de adjaceˆncia, fixado um ve´rtice u de G, denotamos o conjunto
dos ve´rtices adjacentes a u por:
NG(u) = {v ∈ V ;uv ∈ E}.4
Definic¸a˜o 1.2.2. Seja G = (V,E) um grafo. Se u ∈ V , o grau5 de u, denotado por
dG(u), e´ o nu´mero de ve´rtices adjacentes a u:
dG(u) = #NG(u).
Um ve´rtice de grau 0 e´ dito isolado. O menor grau dentre os ve´rtices de G e´ o
grau mı´nimo de G, denotado por
δ(G) := min{dG(v)|v ∈ V }.
Analogamente, o grau ma´ximo e´
∆(G) := max{dG(v)|v ∈ V }.
Fica evidente que
δ(G) ≤ dG(u) ≤ ∆(G), ∀u ∈ G.
Acerca das definic¸o˜es anteriores e´ importante ressaltar que uma aresta pode ligar
um ve´rtice a ele mesmo, e neste caso temos um lac¸o. Quando dois ve´rtices estiverem
4O uso da letra N associada ao conjunto dos vizinhos do ve´rtice u deriva da palavra inglesa para
vizinho, neighbor.
5O uso de dG(u) para denotar o grau do ve´rtice u deriva da palavra inglesa para grau, degree.
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ligados por mais de uma aresta, temos enta˜o um multigrafo, ou seja, um grafo com
arestas mu´ltiplas. Grafos que na˜o possuem lac¸os ou na˜o possuem arestas mu´ltiplas
sa˜o denominados de grafos simples.
1.2.1 Alguns tipos de grafos
Introduziremos a seguir alguns tipos de grafos, que sera˜o u´teis em nossa abordagem
sobre grafos. Estes grafos sa˜o usados frequentemente como exemplos e aparecem com
frequeˆncia em diversas aplicac¸o˜es.
Exemplo 1.2.1. Seja G = (V,E) um grafo tal que para todo par de ve´rtices distintos
u, v ∈ V temos que (u, v) ∈ E . Dizemos enta˜o que G e´ um grafo completo6.
Denotamos o grafo completo com n ve´rtices por Kn. Em particular, note que Kn tem
exatamente
(
n
2
)
arestas.
Figura 1.4: K5
6A notac¸a˜o utilizada para grafos completos (Kn) e´ uma homenagem ao matema´tico poloneˆs
Kuratowski que obteve, em 1930, uma caracterizac¸a˜o de planaridade por meio deste tipo de grafo.
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Exemplo 1.2.2. Se G = (V,E) e´ um grafo tal que E(G) = ∅, dizemos enta˜o que G
e´ um grafo vazio.
Figura 1.5: Grafo vazio com 5 ve´rtices
Exemplo 1.2.3. Seja G = (V,E) um grafo e defina E = {(u, v) ∈ [V ]2|(u, v) /∈ E}.
O grafo G = (V,E) e´ dito o grafo complementar de G.
Figura 1.6: Grafo arbitra´rio G e seu complemento G
Fonte: [2]
Exemplo 1.2.4. Se G e´ um grafo tal que dG(u) = r para todo u ∈ V (G), dizemos
que G e´ um grafo regular. Existem outras denominac¸o˜es como regular de grau r
ou r-regular.
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Figura 1.7: Grafo 3-regular Figura 1.8: Grafo 4-regular
Todo grafo completo e´ tambe´m um grafo regular, pore´m a rec´ıproca na˜o e´ verda-
deira. Apresentamos na figura a seguir um contra exemplo.
Figura 1.9: Grafo 3-regular e na˜o completo
De posse destes conceitos introduto´rios, apresentamos o teorema a seguir que e´ o
resultado mais ba´sico em teoria dos grafos.
Teorema 1.2.1. (“Teorema do aperto de ma˜os” - Euler7 ) Em um grafo
G = (V,E) a soma dos graus dos ve´rtices e´ sempre igual ao dobro do nu´mero de
arestas, ou seja,
2|E| =
∑
u∈V
dG(u).
(1.1)
7Leonhard Euler (1707-1783) - matema´tico suic¸o. Contribuiu com importantes descobertas em
campos variados da matema´tica como o ca´lculo, ale´m de valiosas contribuic¸o˜es na terminologia e
notac¸a˜o, em especial no campo da ana´lise. Euler tambe´m demonstrou a fo´rmula V − E + F = 2
relacionando o nu´mero de ve´rtices, arestas e faces de um poliedro convexo e, portanto, de um grafo
planar.
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Prova. Quando contamos os graus dos ve´rtices estamos contando as extremidades
das arestas uma vez. Como cada aresta possui duas extremidades, cada aresta foi
contada duas vezes.
Corola´rio 1.2.1. (Euler). Em um grafo qualquer, o nu´mero de ve´rtices de grau
ı´mpar e´ par.
Prova. Para k ≥ 0 inteiro, seja vk(G) o nu´mero de ve´rtices de G com grau k. Como
a soma no segundo membro de (1.1) tem exatamente vk(G) parcelas iguais a k, temos
(novamente por contagem dupla) a igualdade
∑
u∈V
dG(u) =
∑
k≥0
kvk(G). (1.2)
Segue, pois, do teorema de Euler que
2|E| =
∑
k≥0
kvk(G) =
∑
j≥0
v2j+1(G) +
∑
j≥1
2j(v2j(G) + v2j+1(G)).
Logo,
∑
j≥0
v2j+1(G) = 2|E| −
∑
j≥1
2j(v2j(G) + v2j+1(G)),
um nu´mero par.
Exemplo 1.2.5. Antes de uma reunia˜o sindical, dez pessoas sindicalizadas trocaram
apertos de ma˜o. E´ poss´ıvel que os apertos de ma˜o tenham acontecido em alguma
ordem, iguais a 1, 1, 1, 3, 3, 3, 4, 6, 7, 8 ?
Prova. Considere os sindicalistas como os ve´rtices de um grafo, onde dois ve´rtices sa˜o
adjacentes se as pessoas correspondentes tiverem trocado um aperto de ma˜o. Enta˜o
dizer que os graus dos ve´rtices sa˜o, em alguma ordem, iguais a 1, 1, 1, 3, 3, 3, 4, 6, 7, 8,
contradiz o corola´rio acima (existem sete ve´rtices com grau ı´mpar). Logo, a situac¸a˜o
descrita na˜o pode ser satisfeita.
1.2.2 Subgrafos
Definic¸a˜o 1.2.3. Um grafo H e´ um subgrafo de um grafo G se V (H) ⊂ V (G) e
E(H) ⊂ E(G). O grafo H e´ um subgrafo gerador de G se H for um subgrafo de G
tal que V (H) = V (G).
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A seguir mostraremos dois exemplos de como obter subgrafos de um grafo.
Exemplo 1.2.6. Dado um grafo G = (V,E), o subgrafo de G obtido por excisa˜o
da aresta e de G e´ o grafo H = (V,E \ e), denotado apenas por G − e. Ou seja, o
subgrafo G − e e´ obtido de G removendo a aresta e. Podemos afirmar tambe´m que
G− e e´ um subgrafo gerador de G.
Figura 1.10: Excisa˜o da Aresta vw
Exemplo 1.2.7. Dado um grafo G = (V,E), o subgrafo de G obtido por excisa˜o
do ve´rtice u de G e´ o grafo H = (V \ {u}, E ′), onde
E ′ = E \ {e ∈ E; e incide em u}.
Tal subgrafo de G e´ denotado por G−u. Ou seja, o subgrafo G−u e´ obtido de G
removendo o ve´rtice u e todas as arestas nele incidentes. Verifica-se ainda que G− u
tem um ve´rtice a menos e dG(u) arestas a menos que G.
Figura 1.11: Excisa˜o do Ve´rtice v
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Subgrafo induzido por um conjunto de ve´rtices
Dados um grafo G e seu subconjunto A de V (G), o subgrafo de G induzido por
A e´ o grafo G|A = (A,E ′), onde
E ′ = {(u, v) ∈ E;u, v ∈ A}.
Neste caso diz-se tambe´m que o grafo G e´ restrito ao conjunto de ve´rtices de A.
1.2.3 Passeios, Caminhos e Ciclos
Muitos problemas podem ser modelados por caminhos formados percorrendo as
arestas de um grafo. Problemas de planejamento de rotas eficientes de entrega, co-
leta de lixo, links em uma rede de telecomunicac¸o˜es podem ser resolvidos utilizando
modelagens que envolvem caminhos em um grafo.
Definic¸a˜o 1.2.4. Um passeio e´ uma sequeˆncia de arestas do tipo v0v1, v1v2, v2v3, ...
e vn−1vn, onde n e´ o comprimento do passeio. Se todas as arestas do passeio sa˜o
distintas, o passeio e´ chamado trilha; se v0 = vn o passeio e´ uma trilha fechada,
caso ocorra v0 6= vn teremos uma trilha aberta.
Se ale´m das arestas, todos os ve´rtices sa˜o distintos enta˜o temos um caminho.
Definic¸a˜o 1.2.5. Um caminho P em um grafo G e´ uma sequeˆncia v1; v2; v3; ...; vn
de ve´rtices distintos de G sendo que vi e vi+1 com 1 ≤ i ≤ n − 1 sa˜o incidentes na
mesma aresta.
Definic¸a˜o 1.2.6. Um Ciclo e´ um passeio de comprimento mı´nimo treˆs, em que o
primeiro e o u´ltimo ve´rtice coincidem, mas nenhum outro ve´rtice e´ repetido. Denota-
se por Cn.
Figura 1.12: Ciclos C3, C4, C5 e C6
O comprimento do caminho e´ o total do nu´mero de arestas. Assim, o caminho
Pn e´ obtido retirando uma aresta do ciclo Cn+1.
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1.2.4 Caminho Euleriano e Caminho Hamiltoniano
Ao percorrer as arestas de um grafo, sera´ poss´ıvel comec¸ar em um ve´rtice e re-
tornando a ele percorrendo cada aresta uma u´nica vez? Do mesmo modo, podemos
percorrer as arestas de um grafo comec¸ando em um ve´rtice e retornando a ele visi-
tando cada ve´rtice do grafo exatamente uma vez? Nesta sec¸a˜o, estudaremos esses
conceitos.
Definic¸a˜o 1.2.7. Um caminho Euleriano e´ um caminho em que se percorre cada
aresta do grafo uma, e so´ uma vez, partindo de um ve´rtice e a ele retornando. Se
o grafo na˜o e´ euleriano mas tem uma trilha aberta de comprimento m, ele e´ dito
semieuleriano.
Um grafo e´ Euleriano se ha´ um caminho em G que contenha todas as suas arestas.
Figura 1.13: Grafo Euleriano
O caminho V1, V6, V4, V1, V2, V3, V4, V5, V1 e´ Euleriano
Definic¸a˜o 1.2.8. Um caminho Hamiltoniano e´ um caminho que passa por cada
ve´rtice do grafo exatamente uma vez.
Um ciclo v1, v2, ..., vk, vk+1 e´ hamiltoniano quando o caminho v1, v2, ..., vk for um
caminho hamiltoniano.
Um grafo e´ Hamiltoniano8 se conte´m um passeio fechado que passa por cada um
de seus ve´rtices exatamente uma vez.
8Essa notac¸a˜o e´ uma homenagem ao matema´tico irlandeˆs William Rowan Hamilton (1805-1865).
Colaborou com trabalhos fundamentais ao desenvolvimento da o´tica, dinaˆmica e a´lgebra. A sua
descoberta mais importante em matema´tica esta´ relacionada ao surgimento dos quate´rnios, contri-
buindo decisivamente para a “libertac¸a˜o da a´lgebra”.
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Figura 1.14: Grafo Hamiltoniano
O ciclo V6, V5, V4, V3, V2, V1, V6 e´ um caminho Hamiltoniano
Um jogo proposto por Hamilton, denominado “Volta ao Mundo”, utiliza-se deste
conceito.
Figura 1.15: Jogo Volta ao Mundo
Figura 1.16: Jogo Volta ao Mundo
Diz-se que ele inventou um jogo que envolve um dodecaedro (so´lido regular com
20 ve´rtices, 30 arestas e 12 faces). Hamilton rotulou cada ve´rtice do dodecaedro com
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o nome de uma cidade conhecida. O objetivo do jogo era que o jogador viajasse “ao
redor do mundo” ao determinar uma viagem circular que inclu´ısse todas as cidades
exatamente uma vez, com a restric¸a˜o de que so´ fosse poss´ıvel viajar de uma cidade
a outra se existisse uma aresta entre os ve´rtices correspondentes. Resumidamente o
problema era: E´ poss´ıvel comec¸ar em uma cidade e visitar todas as outras cidades
exatamente uma u´nica vez e retornar a` cidade de partida?
Uma soluc¸a˜o para o jogo e´ a que segue abaixo (Observe o Ciclo em Azul).
Figura 1.17: Uma Soluc¸a˜o do Jogo Volta ao Mundo - Planificado
Originalmente o jogo foi comercializado em duas verso˜es, sob o nome “A Voyage
Round the World”. Uma versa˜o foi constru´ıda sobre uma placa plana e a outra, con-
sistia do dodecaedro regular de madeira que era muito volumoso e dif´ıcil de manejar.
Podemos usar o correspondente grafo planificado (ver figura 1.16), susbstituindo a
la˜ por um la´pis de cor. O jogo foi um fracasso completo de vendas, principalmente
porque era considerado muito fa´cil, mesmo para as crianc¸as.
E´ importante ressaltar que decidir se um dado grafo e´ hamiltoniano e´ um problema
considerado dif´ıcil9 e ainda na˜o se conhece uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para
um grafo ser hamiltoniano (que seja fa´cil de ser testada).
Os dois exemplos de tipos de grafos citados anteriormente, possuem uma carac-
ter´ıstica muito importante em teoria dos grafos: sa˜o ditos conexos.
9Paulo Cezar Pinto Carvalho (IMPA) afirma: “Apesar de terem sido estudados por va´rios se´culos,
na˜o ha´ uma boa caracterizac¸a˜o dos grafos hamiltonianos. Ha´ diversas famı´lias de grafos para os quais
existe um ciclo hamiltoniano (um exemplo trivial e´ um grafo completo, em que cada ve´rtice e´ ligado
a todos os outros); tambe´m e´ poss´ıvel estabelecer certas condic¸o˜es que implicam na na˜o-existeˆncia
de um circuito. Mas uma caracterizac¸a˜o geral na˜o foi encontrada e, a` luz de certos avanc¸os em teoria
da computac¸a˜o das u´ltimas de´cadas, parece improva´vel que ela seja encontrada algum dia”.
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Definic¸a˜o 1.2.9. Um grafo e´ conexo se existir um passeio entre dois quaisquer de
seus ve´rtices. Um grafo que na˜o e´ conexo e´ dito desconexo.
Figura 1.18: Grafo Conexo
Figura 1.19: Grafo Conexo
Pontes de Ko¨nigsberg
Figura 1.20: Grafo Desconexo Figura 1.21: Grafo Conexo
1.2.5 Grafos Isomorfos
A seguir, definiremos uma importante noc¸a˜o de equivaleˆncia para grafos.
Definic¸a˜o 1.2.10. Dois grafos G = (V1;E1) e H = (V2;H2) sa˜o isomorfos se existir
uma bijec¸a˜o f : V1 → V2 que preserva incideˆncia, i.e., para ve´rtices distintos quaisquer
u e v de G, tenhamos
(u, v) ∈ E1 ⇔ (f(u), f(v)) ∈ E2.
Nesse caso, denotamos G1 ' G2.
A proposic¸a˜o a seguir da´ condic¸o˜es necessa´rias para dois grafos serem isomorfos.
Proposic¸a˜o 1.2.1. Dois grafos isomorfos teˆm quantidades iguais de ve´rtices de um
mesmo grau. Em particular, tem quantidades iguais de ve´rtices e quantidades iguais
de arestas.
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Prova. Sejam G = (V1, E1) e H = (V2, E2) grafos isomorfos e f : V1 → V2 uma
bijec¸a˜o que preserva incideˆncia. Se u e´ um ve´rtice de G com grau k ≥ 0, e´ imediato
que f(u) e´ um ve´rtice de H com grau k, e reciprocamente. Portanto, G e H teˆm
quantidades iguais de ve´rtices de grau k, digamos ak de maneira que
|V1| =
∑
k≥0
ak = |V2|.
Por outro lado, aplicamos o teorema de Euler duas vezes, juntamente com a
primeira parte acima, obtemos
2|E1| =
∑
u∈V1
dG(u) =
∑
u∈V1
dH(f(u)) =
∑
f(u)∈V2
dH(f(u)) = 2|E2| ∴ |E1| = |E2|
A figura a seguir e´ um exemplo de Isomorfismo entre grafos.
Figura 1.22: Exemplo 1 - Isomorfismo
Para verificar o isomorfismo do grafo da figura 1.22, podemos utilizar a seguinte
func¸a˜o dada por:
f(a) = 6, f(b) = 7, f(c) = 4, f(d) = 5, f(e) = 1, f(f) = 2, f(g) = 8, f(h) = 3.
O isomorfismo dos grafos (a) e (b) (figura 1.23), pode ser verificado utilizando a
func¸a˜o definida por:
f(a) = s, f(b) = t, f(c) = u, f(d) = v, f(e) = r, f(f) = m, f(g) = n, f(h) = o,
f(i) = p, f(j) = q.
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Figura 1.23: Exemplo 2 - Isomorfismo
E´ importante ressaltar que na˜o e´ sempre fa´cil determinar se dois grafos sa˜o iso-
morfos. Na˜o existe atualmente um algoritmo eficiente para resolver esse tipo de
problema.
Exemplo 1.2.8. Se G = (V,E) for um grafo de n ve´rtices, podemos, sempre que
necessa´rio, supor que V = In = {1, 2, ..., n}, de fato, como |V | = n, existe uma
bijec¸a˜o f : V → In e podemos definir H = (In, F ) pondo, para i 6= j em In,
(i, j) ∈ F ⇔ (f−1(i), f−1(j)) ∈ E.
O exemplo acima nos permite introduzir outra representac¸a˜o bastante u´til de um
grafo, a matriz de adjaceˆncia.
1.2.6 Matriz de Adjaceˆncia
Existem muitas maneiras de se representar um grafo. Em algumas situac¸o˜es e´
u´til escolher uma apresentac¸a˜o mais conveniente. Essa representac¸a˜o e´ uma forma
bastante interessante de aplicac¸a˜o da utilizac¸a˜o das matrizes.
Definic¸a˜o 1.2.11. Dado um grafo G = (V,E), com |V | = n, suponha, de modo
como o exemplo acima, que V = In. A matriz de adjaceˆncia de G e´ a matriz
Adj(G) = (aij)n×n,
tal que
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aij =
{
1, se i 6= j e (i, j) ∈ E,
0, caso contra´rio.
.
Exemplo 1.2.9. No grafo a seguir, os ve´rtices 2, 3 e 5 sa˜o ve´rtices adjacentes do
ve´rtice 4. Enta˜o, na matriz de adjaceˆncia a quarta linha que corresponde ao ve´rtice
4 possui valores 1 para os ve´rtices 2 , 3 e 5, e 0 para os ve´rtices 1 e 4.
Figura 1.24: Grafo G e sua Matriz de Adjaceˆncia
Lema 1.2.1. A matriz de adjaceˆncia de um grafo e´ sime´trica, com zeros na diagonal
principal.
Prova. Nas notac¸o˜es da definic¸a˜o acima, temos para i 6= j em In que
aij = 1⇔ (i, j) ∈ E ⇔ (j, i) ∈ E ⇔ aji = 1;
portanto, Adj(G) e´ sime´trica. O resto e´ imediato a partir da definic¸a˜o acima.
Relac¸a˜o de Equivaleˆncia
Fixado um grafo G, e´ imediato verificar que a relac¸a˜o ∼ em V (G), definida por
u ∼ v ⇔ u = v ou existe em G um passeio ligando u a v, (1.3)
e´ de equivaleˆncia. Note ainda que uma classe de equivaleˆncia de V (G) com respeito
a tal relac¸a˜o e´, em particular, um conjunto de ve´rtices de G.
1.2.7 Grafos e Componentes Conexas
Definic¸a˜o 1.2.12. As componentes conexas de um grafo G sa˜o os subgrafos G|A
de G, induzidos pelas classes de equivaleˆncia A de V (G) com respeito a` relac¸a˜o (1.3).
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Se A e´ uma classe de equivaleˆncia de ve´rtices de G com respeito a` relac¸a˜o (1.3),
enta˜o, ha´ um passeio entre dois ve´rtices distintos quaisquer de A, de maneira que
G|A e´ um grafo conexo. Por outro lado, se H e´ um subgrafo conexo de G contendo
G|A, enta˜o H = G|A; de fato, se u ∈ V (H) e v ∈ A ⊂ V (H), enta˜o a conexidade
de H garante a existeˆncia de um passeio em H (e, portanto, em G) ligando u a v;
logo, u ∈ A, pelo fato de A ser uma classe de equivaleˆncia de ve´rtices em relac¸a˜o
a` existeˆncia de passeios. Temos, enta˜o, que A ⊂ V (H) ⊂ A e, da´ı, H = G|A.
Assim, podemos afirmar que as componentes conexas de um grafo sa˜o exatamente
seus subgrafos conexos maximais.
O grafo G na figura 1.25 tem duas componentes conexas, a saber: G1 = (V1, E1),
com V1 = (v1, v2, v3) e E1 = (v1v2, v1v3, v2v3), e G2 = (V2, E2), com V2 = (v4, v5) e
E2 = (v4v5), onde G = G1 ∪G2.
Figura 1.25: Componentes Conexas
1.3 Conexidade e Conectividade
A conexidade e´ um dos temas centrais em teoria dos grafos, na˜o apenas do
ponto de vista teo´rico mas principalmente do pra´tico, visto que existem grafos “mais
conexos”que outros.
A noc¸a˜o de conexidade esta´ relacionada com a possibilidade da passagem de um
ve´rtice a outro em um grafo atrave´s das arestas existentes. Um grafo conexo pode
tornar-se desconexo removendo apenas um ve´rtice ou uma aresta.
Ao discutirmos a conexidade de grafos (no nosso caso na˜o orientados) ficamos
diante apenas de duas possibilidades que se excluem mutuamente - ou um grafo sera´
conexo, ou sera´ desconexo. Considerando que se um grafo e´ conexo, verificaremos
uma maneira de quantificar essa informac¸a˜o, visto que existem grafos mais conexos
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que outros, i.e, podemos avaliar ate´ que ponto um grafo sera´ “mais conexo”10 que
outro grafo. Essa quantificac¸a˜o e´ denominada de conectividade e e´ um dos concei-
tos ba´sicos da teoria dos grafos, possuindo extrema importaˆncia na˜o so´ teo´rica mas
pra´tica.
A conectividade de um grafo pode ser utilizada como uma importante medida da
robustez de uma rede, e portanto a conectividade de arestas e de ve´rtices representam
dois paraˆmetros nume´ricos muito u´teis para estudar a conexidade de um grafo.
Um exemplo pra´tico e´ determinar e analisar a confiabilidade de redes de telecomu-
nicac¸o˜es, nas quais existem usualmente diferentes caminhos entre um par de antenas
(estac¸o˜es locais - representando os ve´rtices do grafo). Neste tipo de situac¸a˜o e´ im-
portante saber quantas ligac¸o˜es (arestas) podem ser bloqueadas ou partidas sem que
uma chamada telefoˆnica entre duas antenas seja danificada.
O nu´mero mı´nimo de arestas ou ve´rtices que, removidos, desconectam um grafo
representam uma aplicac¸a˜o direta da confiabilidade de uma rede.
10(Boaventura Netto e Paulo Oswaldo - Grafos: teoria, modelos e algoritmos. 2011, p. 42)
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1.3.1 Um exemplo de aplicac¸a˜o
Consideremos os seguintes grafos abaixo, que representam poss´ıveis ligac¸o˜es de
centrais telefoˆnicas entre algumas cidades americanas:
Figura 1.26: Link 1
Fonte: [10] Figura 1.27: Link 2
Fonte: [10]
Na figura 1.26 se o link Denver-Los Angeles (aresta) for danificado a comunicac¸a˜o
entre as demais centrais telefoˆnicas continuam a ser poss´ıveis, mas se por exemplo, o
link Boston-New York (aresta) for danificado a central de Boston ficara´ incomunica´vel.
No caso da figura 1.27 se o link (aresta) San Francisco-Los Angeles falhar a ligac¸a˜o
entre estas duas cidades na˜o sera´ prejudicada, pois podera´ ser feita pelo conjunto de
links (arestas) San Francisco-Salt Lake City-Los Angeles. Se a central de Boston
(ve´rtice) for danificada juntamente com a central de Portland (ve´rtice) teremos a
incomunicabilidade das cidades de Berlington, Bangor e Seattle com as demais cidades
representadas.
A conectividade de arestas do grafo que representa a rede de telecomunicac¸o˜es
e´ o nu´mero mı´nimo de links (arestas) que danificados, impedem as centrais de se
comunicarem. A conectividade de ve´rtices representa o nu´mero de centrais que podem
ser danificadas sem que haja perda da comunicac¸a˜o entre elas. Verifica-se portanto
que, ha´ dois importantes motivos para prover rotas alternativas entre duas centrais
telefoˆnicas; a primeira e´ que a comunicac¸a˜o continue a ser poss´ıvel, mesmo que algum
link seja danificado, e outra e´ que uma particular ligac¸a˜o ou central num caminho entre
duas centrais pode tambe´m fazer parte de um caminho entre outro par de centrais.
O link ou central pode ser usado quando houver a necessidade de uma nova chamada
ser solicitada, prevenindo assim a desconexa˜o e permitindo que a nova chamada seja
completamente realizada.
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1.3.2 Conexidade de Arestas
Considere os seguintes grafos:
Figura 1.28: Grafos Conexos (a) e (b)
Fonte: [13]
Figura 1.29: Grafos conexos (c) e (d)
Fonte: [13]
O grafo (a) pode ser separado em duas componentes removendo a aresta vw ou
wu, ou seja, a remoc¸a˜o de qualquer uma destas arestas desconecta o grafo. No grafo
(b), por exemplo, a remoc¸a˜o das arestas vu e vc desconectam o grafo.
Figura 1.30: O Grafo conexo a` esquerda torna-se desconexo
depois da remoc¸a˜o da aresta wu
Fonte:[13]
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Figura 1.31: O Grafo conexo a` esquerda torna-se desconexo
depois da remoc¸a˜o da aresta vw
Fonte:[13]
Quando uma u´nica aresta removida, desconecta o grafo, denominamos de ponte.
Os grafos (c) e (d) na˜o podem ser desconectados com a remoc¸a˜o de uma u´nica
aresta, mas sim removendo duas arestas.
Figura 1.32: Grafos conexos (c) e (d)
Fonte: [13]
Figura 1.33: O Grafo conexo (c) torna-se desconexo
Fonte: [13]
O grafo conexo (c) torna-se desconexo depois da remoc¸a˜o das arestas wv e wx.
36
Figura 1.34: O Grafo conexo (d) torna-se desconexo
Fonte: [13]
1.3.3 Conexidade de ve´rtices
Podemos definir tambe´m a conexidade, verificando o nu´mero mı´nimo de ve´rtices
que sendo removidos desconectam o grafo. Quando se remove um ve´rtice retiram-se
tambe´m as arestas que nele incidem.
Considerando a figura 1.28 temos que os grafos (a) e (b) podem ser desconectados
removendo um u´nico ve´rtice. Vejamos as figuras a seguir:
Figura 1.35: Obtenc¸a˜o de grafo desconexo removendo o ve´rtice w.
Fonte: [13]
O grafo conexo a` esquerda torna-se desconexo depois da remoc¸a˜o do ve´rtice w.
Podemos observar que ao remover-mos um ve´rtice, removemos tambe´m as arestas que
incidiam no ve´rtice removido.
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Figura 1.36: Obtenc¸a˜o de grafo desconexo removendo o ve´rtice v.
Fonte: [13]
Os grafos (c) e (d) (ver figura 1.29) na˜o podem ser desconectados com a remoc¸a˜o
de um u´nico ve´rtice, mas sim removendo dois ve´rtices.
Figura 1.37: Obtenc¸a˜o de grafo desconexo removendo os ve´rtices v e x
Fonte: [13]
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Figura 1.38: Obtenc¸a˜o de grafo desconexo removendo os ve´rtices x e t.
Fonte: [13]
1.3.4 Conectividade
Definic¸a˜o 1.3.1. Seja G um grafo. Dizemos que G e´ κ−conexo se, para todo S ⊆
V (G) e |S| < κ, temos que o grafo G−S e´ conexo e G possui ao menos κ+1 ve´rtices.
Analogamente, dizemos que G e´ κ−aresta−conexo se, para todo F ⊆ E(G), com
|F | < κ, temos que G− F e´ conexo e possui ao menos dois ve´rtices.
Dizemos enta˜o que um grafo conexo e´ κ−conexo se, ao retirar-mos κ−1 ve´rtices do
grafo, ele continua conexo. Ale´m disso, convencionamos que todo grafo e´ 0−conexo
e 0−aresta−conexo.
Finalmente, definimos a conectividade de G, denotada por κ(G), como o maior
natural κ tal que G e´ κ−conexo e definimos a aresta−conectividade de G, denotada
por κ′(G), como o maior natural κ tal que G e´ κ−aresta−conexo.
Voltando ao problema das sete pontes de Ko¨nigsberg (ver figura 1.43), temos que
o grafo resultante da modelagem e´ 2−conexo.
Na figura abaixo (1.40) temos mais alguns exemplos da κ−conexidade.
Proposic¸a˜o 1.3.1. Seja um grafo completo, Kn, temos que
κ(Kn) = n− 1.
Nota-se que neste caso o grafo desconexo obtido e´ um u´nico ve´rtice, cuja verificac¸a˜o
e´ simples.
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Figura 1.39: Grafo 2−Conexo
Figura 1.40: Grafos κ−Conexos
Se ao contra´rio, G na˜o for completo, havera´ dois ve´rtices v, w ∈ V na˜o adjacentes
e se podera´ obter um grafo na˜o conexo pela remoc¸a˜o, no ma´ximo, dos demais n − 2
ve´rtices. Logo,
κ(G) ≤ n− 2, ∀ G 6= Kn, onde n e´ o nu´mero de ve´rtices de G.
Portanto, para cada grafo G de ordem n, temos segundo os matema´ticos Chartrand
e Zhang11 que:
0 ≤ κ ≤ n− 1.
Assim, um grafo na˜o trivial G tem conectividade 0 se, e somente se, G e´ um grafo
desconexo.
Para os grafos da figura 1.41 temos κ(G1) = κ(G2) = κ(G3) = 1, κ(G4) = κ(G5) =
2, κ(G6) = 4 e κ(G7) = 6.
E´ importante frisarmos que a conectividade na˜o e´ um paraˆmetro de fa´cil deter-
minac¸a˜o. Mesmo uma estimativa pode ser dif´ıcil se o grau mı´nimo for elevado.
11Chartrand and Zhang, Ping. A first course in graphy theory. McGraw-Hill Higher Education,
Boston, 2005.
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Figura 1.41: Grafos Conexos
Fonte: [2]
1.4 Alguns resultados sobre conectividade de gra-
fos
Proposic¸a˜o 1.4.1. Se G e´ desconexo enta˜o G e´ conexo.
Prova. Suponha que G e´ desconexo. Queremos mostrar que G e´ conexo. Sejam
v e w ve´rtices tais que vw na˜o e´ uma aresta em G, enta˜o e´ uma aresta em G, e
por isso temos um caminho de v para w em G. Por outro lado, se vw e´ uma aresta
em G, enta˜o isto significa que v e w esta˜o na mesma componente de G. Como G e´
desconexo, podemos encontrar um ve´rtice u em uma componente diferente, de modo
que nem uv nem uw sa˜o arestas de G. Enta˜o vuw e´ um caminho de v para w em G.
Isto mostra que quaisquer dois ve´rtices em G tem um caminho (de fato, um caminho
de comprimento um ou dois) entre eles em G, enta˜o G e´ conexo.
A rec´ıproca na˜o e´ verdadeira e e´ fa´cil encontrar exemplos. Por exemplo, o grafo
G com matriz de adjaceˆncia
G =

0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0

e´ conexo e G tambe´m.
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Figura 1.42: Grafos G e G, ambos conexos
Conforme foi citado na introduc¸a˜o vimos que o problema das pontes de Ko¨nigsberg
na˜o possui soluc¸a˜o.
Euler mostrou que a resposta era negativa, estabelecendo assim uma condic¸a˜o
necessa´ria, a qual sera´ demonstrada a seguir.
Lema 1.4.1. Se todo ve´rtice de um grafo (na˜o necessariamente simples) G tem grau
maior ou igual a 2, enta˜o G conte´m um ciclo.
Prova. Se G conte´m lac¸os ou arestas mu´ltiplas, na˜o ha´ o que provar, pois, auto-
maticamente, G conte´m um ciclo. Consideramos, portanto, apenas os grafos simples.
A` partir de um ve´rtice v0, qualquer, iniciamos nossa trilha. Quando chegamos a um
ve´rtice qualquer, ou o estamos visitando pela primeira vez e podemos continuar, ou
chegamos a um ve´rtice ja´ visitado, produzindo um ciclo. Como o nu´mero de ve´rtices
e´ finito, o lema esta´ provado.
E agora o teorema.
Teorema 1.4.2. Teorema de Euler (1736). Um grafo conexo (na˜o necessariamente
simples) G e´ euleriano se, e somente se, todos os seus ve´rtices tem grau par.
Prova.
(⇒) Suponhamos que G tenha uma trilha fechada de comprimento m. Cada vez
que a trilha passa por um ve´rtice utiliza duas novas arestas, um para entrar e outra
para sair. Logo, o grau de cada ve´rtice deve ser obrigatoriamente par.
(⇐) Usaremos induc¸a˜o sobre o nu´mero de arestas m do grafo. Por vacuidade, o
teorema e´ va´lido quando m = 0. Suponhamos que o teorema seja va´lido para todos
os grafos com menos do que m arestas. Sendo G conexo, todos o ve´rtices teˆm grau
maior que 2, pois os graus sa˜o pares. Pelo lema anterior, G conte´m um ciclo (que e´
uma trilha fechada). Dentre todos as trilhas fechadas em G escolhemos uma trilha T
com comprimento ma´ximo. Se T tem comprimento m, o teorema esta´ provado. Caso
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contra´rio, consideramos o grafo H resultante da retirada das arestas de T . Como
retiramos um nu´mero par de arestas de cada ve´rtice de T , e todos os ve´rtices do grafo
tem grau par (pela hipo´tese), pelo menos uma das componentes de H tem um ve´rtice
em comum com T e tem todos os ve´rtices com grau par. Pela hipo´tese de induc¸a˜o,
H tem uma trilha fechada que passa por todos os ve´rtices de H, e podemos formar
uma trilha fechada maior concatenando T com a trilha em H. Mas isto contraria a
maximalidade na escolha de T .
Corola´rio 1.4.1. Hierholzer (1873) Um grafo conexo G e´ semieuleriano se, e so-
mente se, no ma´ximo, dois ve´rtices teˆm grau ı´mpar.
Prova. Para o caso em que ha´ exatamente dois ve´rtices de grau ı´mpar, basta conectar
esses ve´rtices por uma aresta, tornando todos os graus pares, e portanto o grafo sera´
euleriano. Se excluirmos essa aresta, teremos uma trilha (todas as arestas sera˜o
distintas) e o grafo sera´ semieuleriano.
Voltando mais uma vez ao famoso problema das sete pontes de Ko¨nigsberg, o co-
rola´rio anterior nos fornece a condic¸a˜o suficiente. Temos que o grafo resultante (figura
abaixo) da modelagem embora seja conexo, na˜o e´ euleriano, pois possui ve´rtices de
grau ı´mpar, e nem e´ semieuleriano pois possui 4 ve´rtices de grau ı´mpar, tornando
assim imposs´ıvel percorrer todas as pontes (arestas) uma u´nica vez.
Figura 1.43: Grafo - Pontes de Ko¨nigsberg
1.4.1 Rede de Subestac¸o˜es Ele´tricas no Estado de Sergipe -
Uma visa˜o do sistema sob a perspectiva da teoria dos
grafos
A noc¸a˜o de conectividade, ale´m do interesse teo´rico, e´ aplicada a determinac¸a˜o
da confiabilidade de sistemas complexos (a probabilidade de auseˆncia de falha num
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per´ıodo dado), a partir das confiabilidades dos seus componentes, em particular ao
se lidar com sistemas ele´tricos12 e eletroˆnicos.
A ide´ia de vulnerabilidade e´ oposta a` de conectividade, sendo bastante u´til para
sabotagem de um sistema. Ao identificar-mos um (ou mais) ponto(s) vulnera´vel(veis)
em redes de telecomunicac¸o˜es ou em redes ele´tricas, ao desativar-se este ponto(s)
essa sera´ a forma mais econoˆmica de desativar esta rede. Em teoria dos grafos a
identificac¸a˜o deste ponto vulnera´vel em uma rede de maior complexidade recorre ao
teorema Ford-Fulkerson (“Max-Flow Min-Cut Theorem”).
A robustez e´ a capacidade de uma rede em poder continuar a desempenhar
bem sua func¸a˜o quando se esta´ sujeito a falhas ou ataques. A pesquisa da robustez
de uma rede visa encontrar uma medida para quantificar a eficieˆncia (robustez) da
rede. Uma vez que tal medida foi estabelecida, no´s seremos capazes de comparar as
redes, melhorando assim as redes existentes e desta forma conceber novas redes mais
robustas. O aumento da conectividade ajuda a melhorar a robustez de uma rede.
Com a atual crise h´ıdrica brasileira fazendo parte da mı´dia diariamente e o risco
constante de apago˜es, com o objetivo de conhecer o sistema de distribuic¸a˜o e subdis-
tribuic¸a˜o de energia ele´trica no estado de Sergipe, levantamos dados junto a` principal
empresa concessiona´ria de energia em Sergipe - ENERGISA que atende 65 de um
total de 75 munic´ıpios sergipanos. Foram disponibilizados mapas da rede ale´m de
informac¸o˜es te´cnicas acerca do funcionamento do sistema. Foram feitos diversos con-
tatos e uma reunia˜o te´cnica para aprofundar-mos o tema conexidade e o seu papel
no sistema de subdistribuic¸a˜o de energia. Apo´s o trabalho de coleta, interpretac¸a˜o e
organizac¸a˜o das informac¸o˜es produzimos utilizando o software educacional “Geoge-
bra”treˆs grafos representativos de regio˜es consideradas estrate´gicas, em nosso estado
para que de posse dessas informac¸o˜es efetuassemos a ana´lise da conexidade e a co-
nectividade do sistema de subdistribuic¸a˜o de energia ele´trica no estado de Sergipe.
Deve-se ressaltar que em nosso modelo matema´tico estamos cientes que tratam-
se de uma boa apromixac¸a˜o com estimativas pro´ximas da realidade, visto que, na˜o
basta existir uma linha de transmissa˜o entre duas subestac¸o˜es (SE)13, pois o sentido
12Em nosso trabalho optamos por fazer uma abordagem introduto´ria da confiabilidade de um sis-
tema complexo, no caso a rede de distribuic¸a˜o ele´trica em Sergipe. Para uma visa˜o mais aprofundada
sobre o tema sugerimos consultar o artigo “Redes Complexas e suas aplicac¸o˜es”, Paulo Alexandre
de Castro1, Nilton Luis Moreira1, Petrus Henrique Ribeiro dos Anjos1, Rodrigo Ferreira Marinho1,
Eliton Donizete de Souza1 e Rodrigo Pedra Brum2.
1.Departamento de F´ısica, Regional Catala˜o da Universidade Federal de Goia´s - UFG.
2.Faculdade de Informa´tica e Administrac¸a˜o Paulista - FIAP
13Em nosso trabalho ao denominarmos uma subestac¸a˜o, essa sera´ representada pelas iniciais SE.
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de fornecimento da energia e´ pre´-estabelecido (em nossos estudos evitamos trabalhar
com grafos orientados).
Nos problemas a seguir, iremos determinar a conectividade e o ponto de vulnera-
bilidade dos sistemas de subdistribuic¸a˜o de energia ele´trica:
1- Na cidade de Aracaju - por ser a capital do estado;
2- Nas cidades da regia˜o Agreste e serta˜o do estado.
Como atividade proposta para os alunos faremos uma ana´lise conjunta de uma
das mais importantes regio˜es do estado, denominada Vale do Cotinguiba e Regia˜o Sul
que englobam, entre outras as cidades de Capela, Siriri, Carmo´polis e Santo Amaro
das Brotas - por serem detentoras de importantes complexos de extrac¸a˜o de petro´leo
e pota´ssio, tendo assim PETROBRAS e VALE, como importantes consumidores de
energia ale´m do PORTO DE SERGIPE, fundamental para escoar parte da produc¸a˜o
sergipana.
A conectividade de arestas do grafo que representa a rede de distribuic¸a˜o - sub-
distribuic¸a˜o de energia ele´trica e´ o nu´mero mı´nimo de linhas de transmissa˜o (arestas)
que danificadas, impedem as subestac¸o˜es de se comunicarem, i.e, transmitir - receber
a energia esperada.
A conectividade de ve´rtices representa o nu´mero de subestac¸o˜es que podem ser
danificadas sem que haja perda da transmissa˜o de energia ele´trica entre elas.
Para se evitar os chamados apago˜es, e´ conveniente que haja rotas alternativas entre
duas subestac¸o˜es ou que haja linhas de transmissa˜o paralelas (arestas - paralelas) pois
e´ impresc´ındivel que num sistema de distribuic¸a˜o - subdistribuic¸a˜o de energia ele´trica
a energia requerida continue a ser fornecida, mesmo que alguma linha de transmissa˜o
seja danificada (ou que necessite de reparo ou manutenc¸a˜o preventiva), assim como,
se uma subestac¸a˜o num caminho entre outras duas subestac¸o˜es falhar (ou necessitar
de reparo) deve haver tambe´m um caminho alternativo entre essas duas subestac¸o˜es,
que podem ser em termos pra´ticos: linhas de transmissa˜o em paralelo (arestas em
paralelo) ou a construc¸a˜o de novas subestac¸o˜es, promovendo assim novas linhas de
transmissa˜o com maior seguranc¸a.
Quando uma subestac¸a˜o falha, em teoria dos grafos temos o equivalente a` uma
excisa˜o (retirada) de ve´rtice e nesse caso removem-se tambe´m as arestas incidentes,
que equivalem na presente ana´lise a`s linhas de transmissa˜o, havendo apaga˜o no sis-
tema, ou seja, o grafo equivalente torna-se desconexo, caso na˜o haja rotas alternativas.
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Quando uma linha de transmissa˜o falha, dizemos que houve uma excisa˜o de arestas,
preservando-se nesses casos as subestac¸o˜es (ve´rtices), tambe´m provocando apaga˜o,
caso na˜o existam rotas alternativas.
E´ importante ressaltar que na ana´lise sobre a minimizac¸a˜o de impactos no forne-
cimento de Energia devem ser levados em considerac¸a˜o os elevad´ıssimos custos que a
construc¸a˜o de novas linhas de transmissa˜o ou subestac¸o˜es possuem ale´m de poss´ıveis
inviabilidades te´cnicas que possam limitar tais melhorias no sistema. Os o´rga˜os regu-
ladores ANEEL (Ageˆncia Nacional de Energia Ele´trica) e ONS (Operador Nacional
do Sistema) promovem um intenso estudo para verificar em qual localidade e´ mais
via´vel possuir linhas de transmissa˜o de seguranc¸a ou subestac¸o˜es adicionais.
Nos dois exemplos analisados a seguir, iremos avaliar a rede de subdistribuic¸a˜o
ele´trica, utilizando alguns dos conceitos anteriormente abordados.
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Exemplo 1.4.1. A representac¸a˜o abaixo (em escala real) mostra a rede de su-
bestac¸o˜es na cidade de Aracaju e as conexo˜es existentes entre as mesmas.
Determine a conectividade do sistema e identifique os pontos vulnera´veis, pontes
e ciclos. Os ve´rtices representam as subestac¸o˜es de transmissa˜o e as arestas, represen-
tam as linhas entre as subestac¸o˜es. Verifique situac¸o˜es em que ocorrera´ um apaga˜o.
Figura 1.44: Linhas de transmissa˜o e subestac¸o˜es na cidade de Aracaju
No mapa 1.44 temos representadas 10 subestac¸o˜es (Jardim, Taic¸oca, Urubu, Ara-
caju, Serigy, Grageru, Contorno, Atalaia, Cabrita e Mosqueiro) ale´m de duas que
ainda entrara˜o em operac¸a˜o (UPGN e Nortista) pois esta˜o em contruc¸a˜o, ale´m das
linhas de transmissa˜o existentes entre as mesmas.
Do ponto de vista estritamente matema´tico, temos um grafo conexo, pois existe
um caminho (ele´trico) que une quaisquer dois ve´rtices (subestac¸o˜es).
A subestac¸a˜o Jardim e´ o ponto vulnera´vel do sistema distribuidor, pois e´ a res-
ponsa´vel pelo fornecimento total da carga ele´trica na cidade de Aracaju e ocorrendo
uma falha nesta subestac¸a˜o (ve´rtice) teremos um apaga˜o. A subestac¸a˜o Jardim recebe
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energia atrave´s de uma linha de transmissa˜o de 500 kVA14 da Usina Hidrele´trica de
Xingo´ (Alagoas-Sergipe) e 230 kVA da Usina Hidrele´trica de Paulo Afonso (Bahia). A
subestac¸a˜o Jardim retransmite a energia para as demais subestac¸o˜es de Aracaju a 69
kVA, que a partir de enta˜o retransmitem a 13.8 kVA aos bairros atendidos. Portanto
se esta subestac¸a˜o (ve´rtice) falhar teremos um apaga˜o em Aracaju.
A empresa ENERGISA nos disponibilizou a informac¸a˜o de que havera´ a construc¸a˜o
de uma nova subestac¸a˜o denominada SE ARACAJU, para justamente evitar que toda
a carga hoje concentrada na subestac¸a˜o Jardim, venha a ser redistribu´ıda para esta
nova subestac¸a˜o.
Observa-se no mapa que as subestac¸o˜es (ve´rtices) mais “protegidas”sa˜o SE ARA-
CAJU (pois e´ suprida por 3 linhas de transmissa˜o, sendo uma de outra subestac¸a˜o
- a SE URUBU) e SE GRAGERU (pois e´ suprida por duas linhas de transmissa˜o).
No caso da SE ARACAJU, podemos afirmar que se as duas linhas de transmissa˜o
(arestas em paralelo) oriundas da SE JARDIM falharem teremos uma transfereˆncia
de carga da SE URUBU e assim temos enta˜o um ciclo, como e´ denominado em teoria
dos grafos, ou seja, uma espe´cie de linha de seguranc¸a.
As arestas representadas por SE JARDIM - SE TAIC¸OCA, SE JARDIM - SE
CABRITA e SE URUBU - SE SERIGY, se falharem desconectam parte do sistema,
no caso ha´ um apaga˜o localizado. A aresta (no caso a linha de transmissa˜o) que
possui tal propriedade e´ denominada ponte em teoria dos grafos.
Como era de se esperar temos um grafo 1-conexo, visto que como mencionado
anteriormente e´ extremamente caro a ampliac¸a˜o do sistema de distribuic¸a˜o de energia
ele´trica.
14Voltampere (VA) e´ uma poteˆncia aparente (teo´rica) resultante da soma vetorial entre watts
(poteˆncia ativa) e var (poteˆncia reativa). O watt e´ o que gera o trabalho da energia em si, enquanto
o var e´ a unidade de magnetizac¸a˜o e de capacidade do aparelho ele´trico como um gerador de energia.
A soma destas duas poteˆncias, ativa e reativa, e´ justamente o kVA. A grandeza do kVA e´ relevante
para o dimensionamento dos sistemas ele´tricos.
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Exemplo 1.4.2. A representac¸a˜o abaixo mostra a rede de subestac¸o˜es no agreste e
serta˜o sergipanos e as conexo˜es existentes entre as mesmas.
Determine a conectividade do sistema e identifique os pontos vulnera´veis, pontes
e ciclos. Os ve´rtices representam as subestac¸o˜es de transmissa˜o e as arestas, repre-
sentam as linhas entre as subestac¸o˜es. Verifique casos em que ocorrera´ um apaga˜o.
Figura 1.45: Agreste e Serta˜o Sergipanos
No mapa acima temos representado (em vermelho) a linha de transmissa˜o de 230
kVA oriunda de Paulo Afonso, trazendo carga que e´ interligada com a subestac¸a˜o
de Itabaiana que a partir da´ı retransmite (com tensa˜o de 69 kVA) a`s outras 19 su-
bestac¸o˜es (Frei Paulo, Glo´ria, Lagoa Rasa, Monte Alegre, Porto da Folha, Graccho
Cardoso, Dores, Campo Lindo, Moita Bonita, Iolando Leite, Propria´, Adutora Consu-
midor, Sa˜o Bra´s (Alagoas), Japoata˜, Carrapicho, Penedo (Alagoas) e Pacatuba), ale´m
de duas que ainda entrara˜o em operac¸a˜o (Ascondi e Kenski) pois esta˜o em contruc¸a˜o,
ale´m das linhas de transmissa˜o existentes entre as mesmas.
Como no grafo representativo da rede de subdistribuic¸a˜o ele´trica em Aracaju,
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temos que do ponto de vista estritamente matema´tico, temos um grafo conexo, pois
existe uma caminho (ele´trico) que une quaisquer dois ve´rtices (subestac¸o˜es).
A subestac¸a˜o Itabaiana e´ o ponto vulnera´vel do sistema distribuidor, pois e´ a res-
ponsa´vel pelo fornecimento total da carga ele´trica a`s demais subestac¸o˜es e ocorrendo
uma falha nesta subestac¸a˜o (ve´rtice) teremos um apaga˜o. Naturalmente podemos
considerar tambe´m que se houver falha no sistema gerador de energia, no caso Paulo
Afonso, havera´ apaga˜o, portanto e´ tambe´m um ponto vulnera´vel e e´ por este motivo
que ha´ na verdade, duas linhas de transmissa˜o em paralelo, sendo uma inoperante,
atuando somente no caso de eventual problema ou manutenc¸a˜o preventiva nesta linha
(aresta) Paulo Afonso-Itabaiana.
Observa-se no mapa que as subestac¸o˜es mais protegidas sa˜o SE Dores (pois e´
suprida por 2 linhas de transmissa˜o (arestas em paralelo), sendo uma oriunda de Ita-
baiana e outra da subestac¸a˜o - SE Moita Bonita), ale´m de receber carga, se necessa´rio
(o que e´ denominado de contingeˆncia) for da subestac¸a˜o (SE Graccho Cardoso) assim
como a subestac¸a˜o SE Propria´ que e´ suprida por duas linhas de transmissa˜o oriundas
de Itabaiana (arestas em paralelo). Percebe-se do ponto de vista matema´tico que as
subestac¸o˜es - Itabaiana, Frei Paulo, Glo´ria, Lagoa Rasa, Porto da Folha, Graccho
Cardoso e Dores formam um ciclo, mas e´ importante frisar que existe um caminho
ele´trico conexo, pore´m na˜o existe transmissa˜o de energia em todos os sentidos.
As arestas representadas por SE Carrapicho - SE Pacatuba, SE Frei Paulo - SE
Glo´ria e SE Japoata˜ - SE Carrapicho, se falharem desconectam parte do sistema e
neste caso havera´ um apaga˜o localizado. Portanto, temos nesse caso algumas pontes.
Como era de se esperar temos tambe´m um grafo 1-conexo.
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Os mapas analisados anteriormente, foram confeccionados em escala real a partir
do mapa a seguir que e´ exibido com autorizac¸a˜o da ENERGISA.
Figura 1.46: Linhas de Transmissa˜o e Subestac¸o˜es no Estado de Sergipe
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Cap´ıtulo 2
Os Teoremas de Menger e
Festinger
Muitas vezes na˜o basta saber se um grafo e´ conexo ou na˜o. Em diversas situac¸o˜es
de aplicac¸a˜o real e´ estritamente importante que existam alternativas de rotas (cami-
nhos) que conectem dois pontos (ve´rtices).
Considerando que se um grafo e´ conexo, verificaremos agora uma maneira de
quantificar essa informac¸a˜o e assim, podermos avaliar ate´ que ponto um grafo e´ dito
mais conexo que outro e sobre isso apresentaremos o Teorema de Menger.
O teorema de Festinger nos fornecera´ uma forma de determinar a quantidade
de caminhos entre dois ve´rtices e, portanto aplica-se a grafos conexos. Este u´ltimo
teorema mostra uma interessante aplicac¸a˜o do produto de matrizes, em especial, as
poteˆncias de matrizes.
2.1 O Teorema de Menger
Nesta sec¸a˜o demonstraremos o Teorema de Menger, contudo precisaremos de dois
Lemas que sera˜o provados a seguir.
Seja V ′ o conjunto formado pelos pares de ve´rtices (u, v) tais que u 6= v e uv /∈
E(G).
Para cada (u, v) ∈ V ′, definiremos c(u, v) como sendo a menor quantidade de
ve´rtices distintos de u e v cuja retirada desconecta u e v e f(u, v) como sendo a maior
quantidade de caminhos disjuntos de u a v, isto e´, na˜o ter ve´rtices intermedia´rios
comuns (“caminhos ve´rtices−disjuntos”) entre u e v.
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Exemplo 2.1.1. Considerando o grafo abaixo vamos determinar c(u, v) e f(u, v).
Figura 2.1: Grafo Conexo 1
No grafo acima, temos claramente que entre u e v, ha´ quatro ve´rtices inter-
media´rios, e cada um faz parte de um caminho que conecta u e v. So´ conseguiremos
desconectar u e v se remover-mos estes quatro ve´rtices, logo, c(u, v) = 4. E´ fa´cil
perceber tambe´m que entre u e v temos apenas quatro caminhos ve´rtices−disjuntos
e portanto f(u, v) = 4.
Provaremos agora, preliminarmente os lemas que sera˜o necessa´rios para a demons-
trac¸a˜o do teorema de Menger. No primeiro Lema, mostraremos que c(u, v) = f(u, v)
e no segundo lema mostraremos que se G e´ um grafo κ−conexo tal que e ∈ E(G),
enta˜o G \ e sera´ (κ− 1)−conexo.
Lema 2.1.1. Usando a notac¸a˜o definida anteriormente, temos que c(u, v) = f(u, v).
Prova. Notemos que c(u, v) ≥ f(u, v). De fato, todo conjunto de ve´rtices que separa
u e v tem que possuir pelo menos um ve´rtice de cada caminho que liga u e v.
Agora, provaremos que c(u, v) ≤ f(u, v).
Usando induc¸a˜o sobre k que se c(u, v) ≥ k enta˜o f(u, v) ≥ k e, em particular,
para k = c(u, v), f(u, v) ≥ c(u, v), o que termina o problema. Iremos agora mostrar
que se precisar-mos retirar pelo menos k ve´rtices, existem pelo menos k caminhos
ligando u a v.
Para k = 1. De fato, como c(u, v) ≥ 1, enta˜o para separar u e v precisamos tirar
pelo menos um ve´rtice, o que quer dizer que existe pelo menos um caminho ligando
u e v.
53
Suponha que para k ≥ 1 temos f(u, v) ≥ k e c(u, v) ≥ k + 1, ou seja, precisamos
retirar pelo menos k + 1 ve´rtices para separar u e v e, existem k caminhos disjuntos
C1, C2, ..., Ck ligando u a v. Como os k ve´rtices vizinhos a u nesses k caminhos na˜o
separam u e v, existe um caminho C ligando u a v cujo ve´rtice vizinho a u e´ diferente
de todos os correspondentes em Ci. Seja x o primeiro ve´rtice depois de v em C que
pertence a algum dos Cis, e seja Ck+1, a` parte do caminho C de u a x. Suponha que
escolhemos C1, C2, ..., Ck+1 de modo que a distaˆncia de x a v em G−u e´ mı´nima (veja
todas as possibilidades de escolhas de k caminhos para fazer essa escolha). Se x = v,
conseguimos k + 1 caminhos e o passo de induc¸a˜o acaba.
Vamos supor enta˜o que x 6= v.
Tire x de G. Pela hipo´tese de induc¸a˜o, como ainda precisamos tirar k ve´rtices
para separar u e v, ha´ pelo menos k caminhos D1, D2, ..., Dk ligando u a v em G \ x.
Suponha que a escolha dos Di foi feita de modo a utilizar a menor quantidade poss´ıvel
de arestas fora dos caminhos Ci.
Seja H o grafo obtido unindo os caminhos Di e o ve´rtice x. Escolha um caminho
Cj cuja aresta inicial na˜o esta´ em H. Seja y o primeiro ve´rtice de Cj depois de u que
esta´ em H. Se y = v, temos k + 1 caminhos ( Di, ..., Dk e Cj) e o problema acabou.
Enta˜o suponha que y 6= v.
Se y = x, seja E o menor caminho de x a v em G \u. Seja z o primeiro ve´rtice de
E que pertence a algum Di (se na˜o existir z, conseguimos de novo mais um caminho
juntando Cj e E). Enta˜o a distaˆncia de z a v e´ menor do que de x a v, o que contradiz
a escolha dos Ci. Logo podemos supor que y 6= x. Enta˜o y esta´ em algum caminho
Dt.
Considere o caminho ligando u a y em Dt. Nem todas as suas arestas sa˜o arestas
de algum Ci, por exemplo, a aresta wy em Dt, pois y esta´ em Cj e w na˜o, e sabemos
que os caminhos Ci sa˜o disjuntos a` parte de u, v e x. Agora, se trocarmos o trecho
u−y de Dt pelo trecho u−y de Cj , obtemos k caminhos disjuntos com menos arestas
fora dos Ci do que os Di, contradic¸a˜o.
Lema 2.1.2. Se G e´ um grafo κ−conexo tal que e ∈ E(G), enta˜o G \ e sera´ (κ −
1)−conexo.
Prova. Suponha que G \ e na˜o e´ (κ − 1)−conexo, enta˜o existe S ⊆ V tal que
|S| < κ− 1 e (G \ e) \ S e´ desconexo. Assim, existem pelo menos duas componentes
conexas em (G \ e) \ S.
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Temos enta˜o, (G\S) conexo, logo os ve´rtices de e na˜o pertencem a S, (G\e)\S so´
tem duas componentes conexas H1 e H2. Portanto, existem u, v ∈ V tais que u ∈ H1,
v ∈ H2 e e = uv.
Caso |H1| = |H2| = 1, temos que |G| = |S| + 2 < κ + 1. Assim, podemos supor
sem perda de generalidade, que |H2| ≥ 2. Temos que S ′ = S ∪ {v} desconecta G,
absurdo.
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Teorema 2.1.3. (Menger1 1927). Um grafo e´ κ−conexo se, e somente se, todo par
de ve´rtices e´ conectado por pelo menos κ caminhos sem ve´rtices intermedia´rios em
comum.
Prova. Verificaremos que as afirmac¸o˜es abaixo sa˜o equivalentes.
(a) G e´ κ−conexo;
(b) κ ≤ min {c(u, v)/(u, v) ∈ V ′};
(c) κ ≤ min {f(u, v)/(u, v) ∈ V ′};
(d) Todo par de ve´rtices e´ conectado por pelo menos κ caminhos sem ve´rtices
intermedia´rios em comum.
(a)⇒ (b)
Como G e´ κ-conexo a retirada de κ − 1 ve´rtices de G ainda o mante´m conexo.
Logo,
κ− 1 < c(u, v) ∀ (u, v) ∈ V ′
⇒ κ ≤ c(u, v) ∀ (u, v) ∈ V ′
⇒ κ ≤ min {c(u, v)|(u, v) ∈ V ′}.
(b)⇒ (a)
Suponha que G na˜o e´ κ-conexo, enta˜o existe S ⊆ V (G) tal que |S| < κ e G \ S
e´ desconexo. Como G \ S e´ desconexo, existe um par de ve´rtices u e v em G \ S
que pertencem a`s componentes conexas distintas de G \ S. Logo, (u, v) ∈ V ′. Por
hipo´tese,
c(u, v) < κ , assim κ ≤ c(u, v) < κ, absurdo.
(b)⇔ (c)
Pelo Lema 2.1.1, temos que c(u, v) = f(u, v). Assim,
{c(u, v)|(u, v) ∈ V ′} = {f(u, v)|(u, v) ∈ V ′}.
1Em 1930, durante uma viagem a` Budapeste (Hungria) para um encontro com matema´ticos,
Menger ja´ tinha lido algumas das publicac¸o˜es de Ko¨nig e durante sua visita, soube que Ko¨nig estava
trabalhando em um livro ine´dito naquela e´poca sobre a teoria dos grafos. Menger ficou satisfeito
ao saber que seu teorema foi mencionado a Ko¨nig, que a princ´ıpio na˜o estava convencido do feito
de Menger e, na verdade na˜o acreditava que o teorema era verdadeiro. Apo´s um encontro entre os
dois em que Menger demonstrou seu teorema, Ko¨nig disse que gostaria de acrescentar uma sec¸a˜o
final em seu livro sobre o teorema, o que realmente foi feito. Esta foi uma das principais razo˜es pela
qual o teorema de Menger tornou-se ta˜o amplamente conhecido entre os interessados em teoria dos
grafos.
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Portanto, (b) e´ equivalente a (c).
(d)⇒ (c) Seja (u, v) ∈ V ′. Segue de (d) que κ ≤ f(u, v).
(c)⇒ (d)
Se (u, v) ∈ V ′, enta˜o (d) e´ verdadeiro para (u, v). Caso (u, v) /∈ V ′, enta˜o e =
uv ∈ E(G).
Considere G′ = G \ e. Pelo Lema 2.1.2, temos que G′ e´ (κ− 1)−conexo. Como
uv /∈ E(G \ e) assim existem (κ− 1) caminhos ve´rtices−disjuntos.
Logo, G possui κ caminhos ve´rtices−disjuntos, pois e = uv e´ um caminho.
Figura 2.2: Ilustrac¸a˜o do Teorema de Menger
Fonte: [2]
Teorema 2.1.4. (Menger para arestas). Um grafo e´ dito κ−arestas conexo se
a retirada de menos de κ arestas do grafo o mante´m conexo. Enta˜o um grafo e´
κ−aresta−conexo se, e somente se, para todo par de ve´rtices de u e v, existem κ
caminhos que ligam u e v sem arestas em comum.
Prova. Considere o grafo linha de G, L(G), que e´ o grafo cujos ve´rtices sa˜o as arestas
de G e ligamos duas arestas se elas teˆm um ve´rtice em comum (imagine que o ve´rtice
comum vira uma aresta). Aplicando o teorema de Menger para esse grafo conclui-se
a demonstrac¸a˜o.
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2.2 Contando caminhos entre ve´rtices - Teorema
de Festinger
O nu´mero de caminhos entre dois ve´rtices em um grafo pode ser determinado
usando sua matriz de adjaceˆncia.
Teorema 2.2.1. Teorema de Festinger 2. Seja G um grafo com matriz de ad-
jaceˆncia A com relac¸a˜o a` ordem v1, v2, . . . , vn (com arestas orientadas ou na˜o orien-
tadas, e com arestas mu´ltiplas e lac¸os permitidos). O nu´mero de caminhos diferentes
de comprimento r de vi a vj, em que r e´ um inteiro positivo, e´ igual ao elemento (i, j)
de Ar.
Prova. O teorema sera´ demonstrado usando induc¸a˜o sobre r. Seja G um grafo com
matriz de adjaceˆncia A (considerando uma ordem v1, v2, . . . , vn dos ve´rtices de G). O
nu´mero de caminhos de vi a vj de comprimento 1 e´ o elemento (i, j) de A, pois este
elemento e´ o nu´mero de arestas de vi para vj.
Suponha que o elemento (i, j) de Ar seja o nu´mero de caminhos diferentes de
comprimento r de vi a vj. Esta e´ a hipo´tese de induc¸a˜o. Como A
r+1 = ArA, o
elemento (i, j) de Ar+1 e´ igual a
bi1a1j + bi2a2j + . . .+ binanj
em que bik e´ o elemento (i, k) de A
r. Pela hipo´tese de induc¸a˜o, bik e´ o nu´mero de
caminhos de comprimento r de vi a vk.
Um caminho de comprimento r + 1 de vi a vj e´ formado de um caminho de
comprimento r de vi a algum ve´rtice intermedia´rio vk e de uma aresta de vk a vj.
Pela regra do produto para contagem, o nu´mero de tais caminhos e´ o produto do
nu´mero de caminhos de comprimento r de vi a vk, ou seja, bik, e o nu´mero de arestas
de vk a vj, ou seja, akj. Quando estes produtos sa˜o somados para todos os poss´ıveis
ve´rtices intermedia´rios vk, o resultado desejado e´ obtido pela regra da soma para
contagem.
2Leon Festinger - (1919 - 1989) foi um psico´logo americano. Embora o Teorema leve este nome,
sua prova deve-se provavelmente a Harary. Festinger tornou-se famoso pelo desenvolvimento da
Teoria da Dissonaˆncia Cognitiva. Enquanto lecionou na Universidade de Michigan fez contato com
Frank Harary (renomado matema´tico americano, considerado um dos pais da moderna Teoria dos
Grafos) em busca de ajuda, a fim de explorar te´cnicas matema´ticas para as cieˆncias comportamentais.
Publicou “A ana´lise de sociogramas usando a´lgebra matricial”(1949).
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Exemplo 2.2.1. Quantos caminhos de comprimento quatro existem de a a d no grafo
simples G da figura abaixo?
Figura 2.3: O grafo G
Soluc¸a˜o: A matriz de adjaceˆncia de G (ordenando os ve´rtices como a, b, c, d) e´
A =

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0
 .
Portanto, o nu´mero de caminhos de comprimento quatro de a a d e´ o elemento (1, 4)
de A4.
A4 =

8 0 0 8
0 8 8 0
0 8 8 0
8 0 0 8
 ,
Como existem exatamente oito caminhos de comprimento quatro de a a d. Por
inspec¸a˜o do grafo, vemos que a, b, a, b, d; a, b, a, c, d; a, b, d, b, d; a, b, d, c, d;
a, c, a, b, d; a, c, a, c, d; a, c, d, b, d; e a, c, d, c, d; sa˜o os oito caminhos de a a
d.
A contagem segundo o teorema de Festinger inclui os caminhos na˜o elementares,
ou seja, ocorre repetic¸a˜o de arestas, visto que a regra de concatenac¸a˜o na˜o impo˜e
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qualquer restric¸a˜o a` formac¸a˜o de subestruturas, desde que sejam sequenciais. A
contagem restrita a caminhos elementares e´ um problema de maior dificuldade3.
O teorema de Festinger pode ser usado para encontrar o comprimento do menor
caminho entre dois ve´rtices de um grafo e tambe´m pode ser usado para determinar
se um grafo e´ conexo. Neste u´ltimo caso um grafo G sera´ conexo se, e somente se,
todo elemento fora da diagonal de A + A2 + A3 + ...+ An−1 for positivo, em que A
e´ a matriz de adjaceˆncia de G.
3Os matema´ticos Evans, Ross e Harary, apresentaram te´cnicas com essa finalidade em “On the
computer enumerations of finite topologies”(1967) e “On the determination of redundancies in so-
ciometric chains. Psychometrika”(1952)
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Cap´ıtulo 3
Contextualizando em sala de aula
3.1 Uma pra´tica conceb´ıvel: Noc¸o˜es de Grafos no
Ensino Me´dio
Apresentamos neste u´ltimo cap´ıtulo uma produc¸a˜o de sequeˆncias dida´ticas que
foram reproduzidas no aˆmbito do Cole´gio Estadual Senador Jose´ Alves do Nascimento,
localizado na cidade de Aracaju, estado de Sergipe. Faremos um breve relato das
experieˆncias adquiridas na ministrac¸a˜o destas oficinas oferecidas aos alunos do Ensino
Me´dio.
Uma das justificativas para a inclusa˜o do assunto grafos no ensino me´dio esta´
relacionado a` sua capacidade de articular conhecimento matema´tico a`s questo˜es tec-
nolo´gicas. A articulac¸a˜o da matema´tica ensinada no ensino me´dio com temas atuais
da cieˆncia e da tecnologia tem sido amplamente defendida. Os problemas tratados
neste trabalho, utilizando grafos, tais, como, o problema das pontes de Ko¨nigsberg,
da conexidade entre subestac¸o˜es de energia ele´trica, apontam para essa articulac¸a˜o. O
documento do MEC denominado - “ Orientac¸o˜es Curriculares para o Ensino Me´dio”,
inclusive, traz recomendac¸o˜es sobre a explorac¸a˜o de problemas.
Outros tipos de problemas poderiam ser trabalhados na escola - sa˜o
aqueles relativos a conjuntos finitos e com enunciados de simples
entendimento relativo, mas na˜o necessariamente fa´ceis de resolver.
Um exemplo cla´ssico e´ o problema das pontes de Ko¨nisberg, tratado
por Euler... Problemas dessa natureza podem ser utilizados para
desenvolver uma se´rie de habilidades importantes: modelar o pro-
blema, via estrutura de grafo como no exemplo, um diagrama em
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que cada ilha e´ representada por um ponto e cada ponte e´ um seg-
mento conectando dois pontos; explorar o problema, identificando
situac¸o˜es em que ha´ ou na˜o soluc¸a˜o; convergir para a descoberta
da condic¸a˜o geral de existeˆncia de uma tal soluc¸a˜o... Muitos outros
exemplos de problemas combinato´rios podem ser tratados de modo
semelhante, tais como determinar a rota mais curta em uma rede de
transportes ou determinar um eficiente trajeto para coleta de lixo
de uma cidade. (BRASIL, 2006, p. 94)
A teoria dos grafos tambe´m permite a interligac¸a˜o de assuntos normalmente se-
parados no ensino me´dio: ana´lise combinato´ria e matrizes, o que contribui para di-
minuir a visa˜o compartimentada da matema´tica na apresentac¸a˜o de seus conteu´dos.
O teorema de Festinger mostra uma interessante aplicac¸a˜o do produto de matrizes,
especificamente, as poteˆncias de matrizes. A introduc¸a˜o da teoria dos grafos no en-
sino me´dio e´ apresentada neste trabalho como uma ferramenta bastante u´til para nos
mostrar o quanto um determinado “sistema” modelado via teoria dos grafos e´ conexo,
contribuindo assim para identificar-mos a vulnerabilidade do sistema.
O ensino de grafos tambe´m contempla uma das finalidades do ensino me´dio, apre-
sentadas no art. 35 da LDB1
III- a compreensa˜o dos fundamentos cient´ıficos e tecnolo´gicos nos
processos produtivos, relacionando a teoria com a pra´tica, no ensino
de cada disciplina.
De fato, o inciso III do art. 35, o ensino de grafos colaboram para que esta
correlac¸a˜o teoria-pra´tica da finalidade acima descrita seja atingida.
Reforc¸amos que este trabalho tem um cara´ter meramente introduto´rio a` teoria dos
grafos, mais especificamente o tema conexidade. Estamos certos de que os assuntos
de teoria dos grafos aqui tratados e aplicados na˜o permitira˜o ao aluno mais aplicado
resolver um problema real de roteamento de transporte, ou conexidade numa rede,
mas o permitira˜o entender os princ´ıpios ba´sicos que um profissional da a´rea utilizaria
na resoluc¸a˜o do problema real.
3.2 Oficinas e Material dida´tico sobre grafos para
alunos
As atividades propostas a seguir, tinham um tempo limitado de 50 minutos para
cada uma, sendo que numa oficina anterior foram previamente expostos os conheci-
mentos ba´sicos sobre teoria dos grafos com durac¸a˜o aproximada de 90 minutos. As
atividades foram apresentadas atrave´s de fichas previamante preparadas, que consis-
tiam em exerc´ıcios aplicados a` teoria apresentada. A atividade referente ao Teorema
1Lei n. 9.394/96 - Lei de Diretrizes e Bases da Educac¸a˜o Nacional. Art.35.
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de Menger, tinha cara´ter investigativo e instigava os alunos a elaborac¸a˜o de conjec-
turas.
Cada atividade era explicada de forma minuciosa, de modo que cada aluno da
turma tivesse a oportunidade de entender o sentido da tarefa proposta e o que dele
se esperava no decorrer da atividade. As du´vidas eram constantes, mas a troca de
informac¸o˜es entre professor e entre os alunos que possu´ıam mais afinidade com o
assunto, ajudaram a esclarecer as du´vidas surgidas. Pro´ximo do encerramento de
cada atividade, os grupos formados eram convidados a exporem suas respostas, que
em alguns casos se apresentaram de diferentes formas, assim como as justificativas.
E´ importante ressaltar que a organizac¸a˜o e sistematizac¸a˜o dos conteu´dos aborda-
dos durante as oficinas e principalmente apo´s a exposic¸a˜o dos alunos, eram debatidos,
finalizando assim cada encontro.
Foram reservados dois encontros posteriores para a utilizac¸a˜o de ferramentas de
software online. No site http : //www.m3.ime.unicamp.br/ que e´ um portal de re-
cursos educacionais multimı´dia, mantido pela Universidade Estadual de Campinas,
desenvolvidos pela pro´pria instituic¸a˜o com financiamento do FNDE, SED, MCT e
MEC para o Ensino Me´dio de Matema´tica no Brasil. La´ podemos encontrar duas fer-
ramentas interessant´ıssimas que exploram grafos: A primeira denominada “Avio˜es
e Matrizes” em que se pode ter contato com uma aplicac¸a˜o direta de teoria dos
grafos em resolver treˆs problemas, que representam desafios reais quando se discute
a alocac¸a˜o de voos e a construc¸a˜o de aeroportos, e a segunda “Grafos e Matri-
zes”, onde este software e´ capaz de exibir dinamicamente a matriz de adjaceˆncia,
suas poteˆncias e somas de poteˆncias, de um grafo montado pelo usua´rio. Neste dois
softwares sa˜o discutidos os temas Matriz de Adjaceˆncia de um Grafo, e o teorema de
Festinger. Outro site bastante u´til, pore´m dispon´ıvel em ingleˆs, apoiada pelo NCTM2
e´ http : //illuminations.nctm.org, onde se pode buscar a ferramenta “Graph Cre-
ator” e criar grafos e investigar conceitos como grafos planares, grafos completos,
a´rvores geradoras de custo mı´nimo ale´m de verificar a existeˆncia de caminhos Euleri-
anos ou Hamiltonianos.
Na atividade 1 pretendemos mostrar a correlac¸a˜o entre a quantidade de arestas de
um grafo e a soma dos graus de cada ve´rtice (Teorema de Euler). Com essa atividade,
instigamos o aluno a procurar o padra˜o de regularidade ( a soma dos graus de um
grafo corresponde ao dobro do nu´mero de arestas) e assim enunciar e demonstrar o
referido teorema. O aluno devera´ perceber tambe´m que a quantidade de ve´rtices de
grau ı´mpar sera´ sempre par.
Na atividade 2, temos como objetivo mostrar o conceito de Grafos Eulerianos
e Hamiltonianos, ale´m de introduzir o conceito de conexidade. O aluno verificara´
que os grafos eulerianos e os grafos hamiltonianos sa˜o ambos conexos. O aluno sera´
instigado com esta atividade a perceber tambe´m que num grafo conexo euleriano o
2NCTM(National Council of Teachers of Mathematics- Conselho Nacional de Professores de Ma-
tema´tica dos Estados Unidos). O NCTM serve como um parceiro de conteu´do on-line gratuito de
aprendizagem, onde o portal ”Illuminations“ e´ o principal contribuinte de recursos para o ensino e
aprendizagem da matema´tica para pre´ adolescentes.
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grau de qualquer um de seus ve´rtices sera´ sempre par.
Na atividade 3, iremos introduzir o conceito de matriz de adjaceˆncia de um grafo
e aplicar o Teorema de Festinger, como sendo u´til na multiplicac¸a˜o de matrizes.
Buscaremos tambe´m encontrar o significado da matriz Ak, que nos fornece o nu´mero
de caminhos de comprimento k entre cada par de ve´rtices de um grafo.
Finalizaremos a atividade 3, questionando aos alunos se e´ va´lida a seguinte pro-
posic¸a˜o: Um grafo G sera´ conexo se e somente se todo elemento fora da diagonal
de A + A2 + A3 + ...+ An−1 for positivo, em que A e´ a matriz de adjaceˆncia de G.
Nosso objetivo e´ conduzir a realmente validar a proposic¸a˜o.
Na atividade 4, finalmente abordaremos de forma direta a conectividade de grafos,
explorando assim o conceito inicial do Teorema de Menger.
Na atividade 5, abordaremos a conectividade de grafos completos, onde apo´s os
alunos tentarem encontrar a conectividade na “forc¸a bruta”, abordaremos que isto
pode ser determinado diretamente atrave´s de κ(Kn) = n− 1.
Na atividade 6, introduziremos o conceito de grafo complementar. Verificaremos a
conexidade de tais grafos e mais uma vez os alunos sera˜o questionados a investigarem a
validac¸a˜o de uma proposic¸a˜o, desta vez sobre a conexidade de grafos complementares:
Se G e´ desconexo enta˜o G e´ conexo.
Finalizaremos essa sequencia dida´tica com a atividade 7 em que propomos aos
alunos ale´m de explorarem conceitos sobre grafos, a efetuarem uma ana´lise da co-
nectividade de um mapa de subdistribuic¸a˜o de energia ele´trica referente a` regia˜o do
Vale do Cotinguiba e regia˜o sul do estado de Sergipe. Essa atividade, naturalmente
demandara´ mais tempo pois envolve conceitos da malha ele´trica em nosso estado.
A percepc¸a˜o de regularidades e padro˜es em matema´tica e´ colocada em evideˆncia
nestas atividades, fazendo com que desperte no aluno o interesse e o gosto em buscar
entender tais padro˜es, melhorando e aperfeic¸oando assim o entendimento do que e´
“fazer matema´tica”.
E´ importante ressaltar que na medida do poss´ıvel os teoremas e proposic¸o˜es enun-
ciados foram demonstrados, sempre no encerramento das sequencias dida´ticas pro-
postas.
Dentre todas as atividades abordadas, a que foi considerada mais atrativa pelos
alunos foi a Atividade 1 - Teorema de Euler. Todos os alunos participaram e esta-
vam muito motivados. Esta atividade tambe´m foi considerada a mais simples dentre
todas que foram aplicadas. A atividade 7, que compreendia uma ana´lise da rede de
subdistribuic¸a˜o de energia ele´trica no estado de Sergipe (particularmente na regia˜o
que concentra um razoa´vel nu´mero de indu´strias), tambe´m foi muito atraente, pois
envolvia uma aplicac¸a˜o pra´tica da teoria dos grafos. A atividade em que os alunos
tiveram um grau moderado de dificuldade foi a referente a` identificac¸a˜o dos Grafos
Eulerianos e Hamiltonianos (Atividade 2). As questo˜es que envolviam uma ana´lise
mais aprofundada acerca da percepc¸a˜o de padro˜es eram as que foram consideradas
mais dif´ıceis pelos alunos. Podemos citar a questa˜o 2 da atividade 5 (O que voceˆ per-
cebeu ao calcular κ?), onde nenhum aluno acertou, contrariando nossas expectativas
iniciais.
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Nosso objetivo com a inserc¸a˜o de atividades com o tema conexidade e´ instigar os
alunos a “construirem”matema´tica, percebendo que tais padro˜es existentes podem e
devem ser estudados e devidamente teorizados.
As sete atividades produzidas e aplicadas em sala de aula encontram-se reprodu-
zidas nas pa´ginas a seguir.
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Cole´gio Estadual Sen. Jose´ Alves do Nascimento
Disciplina: Matema´tica
Profo: Marcos Barbosa
Aluno (a):
Se´rie: 2o Ano Turma: Data: / /2015
Introduc¸a˜o a` Teoria dos Grafos (Atividade 1 - Teorema de Euler)
1- Para cada grafo situado a` direita de cada tabela, determine o grau de cada
ve´rtice, a soma de todos estes graus, o total de arestas, ale´m de verificar o total
de ve´rtices de grau par e o total de ve´rtices de grau ı´mpar.
a)
VE´RTICES GRAU
1
2
3
4
5
6
SOMA DOS GRAUS
TOTAL
TOTAL DE ARESTAS
VE´RTICES DE GRAU I´MPAR
VE´RTICES DE GRAU PAR
b)
VE´RTICES GRAU
7
8
9
10
11
12
SOMA DOS GRAUS
TOTAL
TOTAL DE ARESTAS
VE´RTICES DE GRAU I´MPAR
VE´RTICES DE GRAU PAR
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c)
VE´RTICES GRAU
13
14
15
16
SOMA DOS GRAUS
TOTAL
TOTAL DE ARESTAS
VE´RTICES DE GRAU I´MPAR
VE´RTICES DE GRAU PAR
d)
VE´RTICES GRAU
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
SOMA DOS GRAUS
TOTAL
TOTAL DE ARESTAS
VE´RTICES DE GRAU I´MPAR
VE´RTICES DE GRAU PAR
e)
VE´RTICE GRAU
27
28
29
30
TOTAL
TOTAL DE ARESTAS
VE´RTICES DE GRAU I´MPAR
VE´RTICES DE GRAU PAR
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Cole´gio Estadual Sen. Jose´ Alves do Nascimento
Disciplina: Matema´tica
Profo: Marcos Barbosa
Aluno (a):
Se´rie: 2o Ano Turma: Data: / /2015
Introduc¸a˜o a` Teoria dos Grafos no Ensino Me´dio (Atividade 2)
1- Considere os grafos abaixo, para responder o que se pede:
FONTE: [8]
a) Quais dos grafos acima sa˜o classificados como Eulerianos? Por queˆ?
b) Quais dos grafos acima sa˜o classificados como Hamiltonianos? Por queˆ?
c) Ha´ algum grafo que possui as duas classificac¸o˜es? Qual?
d) Ha´ algum grafo que na˜o possui nenhuma das classificac¸o˜es propostas? (na˜o e´
nem Hamiltoniano e nem e´ Euleriano).
2) Quais dos grafos acima voceˆ consegue “desenha´-lo” com um la´pis em um movi-
mento cont´ınuo, sem ergueˆ-lo ou retrac¸ar parte da figura?
3) Todos os grafos eulerianos e hamiltonianos sa˜o conexos? A partir da ana´lise
dos grafos eulerianos vistos anteriormente construa uma tabela com os graus de
seus ve´rtices. Com base nessa construc¸a˜o e´ poss´ıvel perceber algum padra˜o?
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Cole´gio Estadual Sen. Jose´ Alves do Nascimento
Disciplina: Matema´tica
Profo: Marcos Barbosa
Aluno (a):
Se´rie: 2o Ano Turma: Data: / /2015
Introduc¸a˜o a` Teoria dos Grafos no Ensino Me´dio
(Atividade 3 - Teorema de Festinger)
Acesse o portal http://www.m3.ime.unicamp.br. Iremos utilizar o software
“Matrizes e Avio˜es”. Voceˆ verificara´ a relac¸a˜o existente entre matrizes e rotas ae´reas.
Neste software, voceˆ vera´ que as matrizes podem ser utilizadas na ana´lise e na ela-
borac¸a˜o de malhas ae´reas, e que essa aplicac¸a˜o consiste num exemplo pra´tico do
produto de matrizes.
1- Construir uma malha ae´rea pequena, mas que ainda assim atenda a`s exigeˆncias
de um pa´ıs e´ um grande desafio. Tente montar a menor malha poss´ıvel para
um pa´ıs com aeroportos em 8 cidades, e cuja forma seja tal que se possa ir de
uma cidade a outra com, no ma´ximo, 2 voos.
a) Apo´s responder a pergunta 1, elabore a matriz de adjaceˆncia A.
b) Determine a matriz A2 ?
c) O que representam os elementos de A2 ?
2 - Verifique a validade da seguinte proposic¸a˜o: Um grafo G sera´ conexo se e so-
mente se todo elemento fora da diagonal de A + A2 + A3 + ...+ An−1 for po-
sitivo, em que A e´ a matriz de adjaceˆncia de G.
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Cole´gio Estadual Sen. Jose´ Alves do Nascimento
Disciplina: Matema´tica
Profo: Marcos Barbosa
Aluno (a):
Se´rie: 2o Ano Turma: Data: / /2015
Atividade 4 - Grafos (Conectividade e o Teorema de Menger)
1 - Sabemos que c(u, v) e´ a menor quantidade de ve´rtices diferentes de u e v cuja
retirada desconecta u e v, e f(u, v) e´ a maior quantidade de caminhos ve´rtices-
disjuntos de u a v. Vamos determinar para cada um dos grafos: c(u, v) e f(u, v).
A partir dos resultados obtidos, o que voceˆ percebe?
Figura 3.1: Grafo Conexo 1 Figura 3.2: Grafo Conexo 2
Figura 3.3: Grafo Conexo 3 Figura 3.4: Grafo Conexo 4
2) Em uma cidade, uma companhia telefoˆnica deseja substituir os cabos convenci-
onais de sua malha por cabos de fibra o´tica. Na figura a seguir, representamos
uma pequena parte desta rede.
Determine : a) c(u, v) e f(u, v) b) c(s, v) e f(s, v)
Figura 3.5: Malha Telefoˆnica
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Cole´gio Estadual Sen. Jose´ Alves do Nascimento
Disciplina: Matema´tica
Profo: Marcos Barbosa
Aluno (a):
Se´rie: 2o Ano Turma: Data: / /2015
Introduc¸a˜o a` Teoria dos Grafos no Ensino Me´dio (Atividade 5)
1- Considere os grafos abaixo, para responder o que se pede:
Figura 3.6: Grafos Completos
a) Os grafos acima representados, possuem alguma(s) caracter´ıstica(s) em comum?
Qual(is) caracter´ıstica(s) e´(sa˜o) essa(s)?
b) Determine a conectividade de cada grafo.
2) O que voceˆ percebeu ao calcular κ?
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Cole´gio Estadual Sen. Jose´ Alves do Nascimento
Disciplina: Matema´tica
Profo: Marcos Barbosa
Aluno (a):
Se´rie: 2o Ano Turma: Data: / /2015
Atividade 6 - Grafos (Grafo complementar, Conectividade e o Teorema
de Menger)
1 - Considere cada grafo G. Determine para cada um seu complemento G.
Figura 3.7: Grafo 1 Figura 3.8: Grafo 2
Figura 3.9: Grafo 3 Figura 3.10: Grafo 4
a) Os grafos acima representados, possuem alguma(s) caracter´ıstica(s) em comum?
Qual(is) caracter´ıstica(s) e´(sa˜o) essa(s)?
b) Determine a conectividade κ de cada grafo G.
c) Apo´s obter os grafos complementares solicitados, o que se pode observar de
comum a todos eles?
d) Determine a conectividade κ em cada grafo G.
e) Sobre o resultado obtido no item (c), sera´ que a rec´ıproca e´ verdadeira?
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Cole´gio Estadual Sen. Jose´ Alves do Nascimento
Disciplina: Matema´tica
Profo: Marcos Barbosa
Aluno (a):
Se´rie: 2o Ano Turma: Data: / /2015
Introduc¸a˜o a` Teoria dos Grafos no Ensino Me´dio (Atividade 7)
1- A representac¸a˜o abaixo mostra a rede de Subestac¸o˜es na Regia˜o das cidades de
Riachuelo, Capela, Siriri, Santo Amaro, Estaˆncia entre outras cidades Sergipa-
nas, num nu´cleo onde se concentram instalac¸o˜es industriais importantes, como
as empresas Vale e campos produtores de petro´leo ale´m do Porto de Sergipe,
onde boa parte da produc¸a˜o e´ exportada, ale´m das cidades de Estaˆncia, onde
se localiza a fa´brica da Brahma, entre outras indu´strias.
Figura 3.11: Indu´strias
Determinar a conectividade do sistema e identifique os pontos vulnera´veis, pon-
tes e ciclos. Os ve´rtices representam as subestac¸o˜es de transmissa˜o e as arestas,
representam as linhas entre as subestac¸o˜es. Verifique casos em que ocorrera´ um
apaga˜o.
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Considerac¸o˜es Finais
Apresentamos no decorrer deste trabalho diferentes possibilidades de abordagem
de um dos temas centrais em teoria dos grafos: Conectividade. Apo´s uma abordagem
introduto´ria sobre aspectos histo´ricos quanto conceituais, descrevemos seis atividades
para serem realizadas com alunos do ensino me´dio que englobam estas possibilidades.
Em virtude de tudo que foi aqui mencionado, compreendemos a importaˆncia da
teoria dos Grafos como primordial na Matema´tica contemporaˆnea. E´ fato que na˜o
trata-se de um tema trivial, e que ainda existem muitas outras formas de abordagem.
Optamos por uma abordagem inicial, intuitiva e pra´tica, mas sem esquecer de fazer
generalizac¸o˜es e sistematizac¸a˜o da teoria, sempre que poss´ıvel.
Em nossa proposta de intervenc¸a˜o junto aos alunos do ensino me´dio do Cole´gio
Estadual Senador Jose´ Alves do Nascimento na cidade de Aracaju, Sergipe, percebe-
mos que o referido tema destacou-se como motivador e “atraente”, vislumbrando ser
uma aplicac¸a˜o pra´tica da matema´tica.
Durante o decorrer das oficinas ministradas, o dia´logo sobre o tema “grafos”mostrou
variados problemas com enunciado simples, pore´m escondendo, muitas vezes, uma so-
fisticada estrutura matema´tica. Durante a exposic¸a˜o da ana´lise da aplicac¸a˜o destes
conceitos na rede de subdistribuic¸a˜o ele´trica do estado de Sergipe, ficou claro que
tais conceitos sa˜o extremamente u´teis na elaborac¸a˜o da malha energe´tica (no caso
estudado a malha ele´trica) e pode ser verificado e determinado a confiabilidade do
sistema de energia (sob a o´tica da conectividade) em relac¸a˜o a poss´ıveis falhas num
per´ıodo dado. A ide´ia de vulnerabilidade e´ oposta a` de conectividade, sendo bastante
u´til para sabotagem de um sistema.
E´ inega´vel, que a teoria possui um enorme potencial cient´ıfico e educacional, e
acreditamos ser poss´ıvel acessa´-la desde o ensino ba´sico, conteu´dos de competeˆncia
universita´ria, neste caso a Teoria dos Grafos, visando provocar a discussa˜o acerca do
curr´ıculo de matema´tica. Destacamos que um curr´ıculo adequado fara´ diferenc¸a na
qualificac¸a˜o dos futuros universita´rios, e que com certeza trara´ impactos positivos.
Nesta perspectiva acreditamos que este estudo acrescenta sua contribuic¸a˜o, no
momento em que propo˜e atividades compat´ıveis com o n´ıvel me´dio.
Acreditamos que os resultados da atividade nos mostram um caminho favora´vel
para a possibilidade, e potencialidade deste conteu´do ser explorado no ensino me´dio.
Destaca-se que para isso ocorrer efetivamente, e´ necessa´rio que ocorra uma profunda
atenc¸a˜o para a formac¸a˜o continuada de professores de Matema´tica, como e´ o caso do
PROFMAT, pois a inserc¸a˜o de tais temas no ensino me´dio, seja por meio de oficinas,
74
palestras, ou mesmo de uma proposta de intervenc¸a˜o pedago´gica, tera´ impacto no
desenvolvimento lo´gico e matema´tico de nossos alunos da educac¸a˜o ba´sica.
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